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Требование XXV с;sезда - повъtсить па,.,есmво и эффептив· 
-носmь все11 пашей рабоmъ� - это требование самой жизни. Оно 
до.лжпо бъ�mь въ�по.1не11О. На эmо.-п сей'Час до.лжпа бъ�mь сосре­
дото,.,,епа вся эперiия партии и парода. 

(Из pe'tu ГенераЛьного секретаря ЦК КПСС 
товарища Л. И. Брежнева при награ:Ждении его ордено.м Ленина 

и второй .медалью <�Золоmая Звезда» Героя Советского Союза.) 

ПS1тилетка-дело каждого 

Советский народ встретил новый, 1977 г. 
славными трудовыми подвигами - успешным 
выполнением плана первого года десятой пя­
тилетки. 

Свой вклад в вет1кое дело осуществления 
решений XXV съезда КПСС вносят учителя 
школ, сосредоточивая свои усилия на совер­
шенствовании учебно-воспитательного про­
цесса. 

Учителя математики завершают огромный 
по своей значимости труд по введению новых 
программ во всех классах средней школы, 
овладевают методами развивающего обуче­
ния, осваивают накопленный передовой опыт. 

В десятой пятилетке перед нами, работни:.. 
ками фронта народного образования, как и 
перед всеми трудящимися страны, стоит за­
дача, указанная Генеральным секретарем ЦК 
КПСС Л. И. Брежневым в речи на пленуме 
ЦК КПСС 25 октября 1976 г.: «научиться бо­
лее эффективно бороться за повышение эф­
фективности». 

Поставленная партИей великая цель завер­
шения перехода ко всеобщему среднему об­
разованию молодежи как по продолжению 
обучения после окончания восьмилетней шко­
лы, так и по выпуску из средних учебных за­
ведений в основном выполнена. Почти 97 % 
nыпускнИков восьмилетних школ в текущем 
учебном году продолжают занятия в различ­
ного рода средних учебных заведениях. 

Однако осуществляемая впервые в истории 
грандиозная задача - дать всем детям полно­
ценное среднее образование - необычайно 
сложна. Исходя из этого, необходимо рассмат­
ривать возникающие трудности, с этих пози­
ций искать пути их преодоления объединенны­
ми усилиями ученых, педагогов-практиков, 
всех деятелей народного образования. Здесь 
нет легкого пути, простых решений. 

В развер_нувшейся борьбе за повышение 
качества обучения и воспитания надо реши­
тельно пресекать все еще имеющиеся иногда 
попытки вместо необходимой серьезной ра-
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боты с полным напряжением сил создавать 
картину мнимого благополучия за счет сниже­
ния требовательности, завышения оценок ус­
певаемости. Все отрицательные последствия 
этой негодной практики с достаточной убеди­
тельностью раскрываются на страницах нашей 
центральной печати и справедливо встречают 
суровое осуждение. 

Непрерывная работа учителя над пополне­
нием своего идейного и научного багажа, по­
вышением педагогичес1-�ого мастерства, пра­
вильное сочетание требовательности к уча­
щимся с отзывчивостью и вниманием к каж­
дому ученику, хорошая организация учебного 
процесса, умелое руководство детским кол­
лективом и постоянная опора на широкую об­
щественность�- единственно верный путь для 
решения поставленных перед нами задач. Ус­
пешная учебно-воспитательная работа, сохра­
нение контингента учащихся, решение задачи 
всеобщего среднего образования - это не 
только забота о всестороннем развитии каж­
дого члена нашего общества. Здесь кроются 
и важные резервы для повышения производи­
тельности труда. Этот достаточно ясный для 
нашего времени факт находит все новые и ве­
сомые подтверждения. 

Так, по данным обследования, проведенного 
на зиле, в среднем по мере увеличения 
школьного образования на один год тариф­
ный разряд рабочего повышается на 2,7%. 
Другое обследование показало, что один год 
обучения в_ средней школе повышает произво­
дительность труда рабочего в среднем на 
30%. 

Как известно, в восьмидесятые годы при­
рост населения в трудоспособном возрасте 
значительно снизится, что связано с отдален­
ными последствиями войны. Поэтому уже сей­
час перед нашей восьмилетней и средней 
школой с большей, чем в прошлые годы, ост­
ротой стоит важнейшая задача по воспитанию 
готовности учащихся к производительному 
труду, к овладению профессиями, нужными 
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для нашей промышленности и сельского хо­
зяйства, для сферы обслуживания. 

Современное производство предъявляет по­
вышенные требования и к общей культуре 
рабочего, и к его профессиональному ма­
стерству. Поэтому из года в год возрастает 
значение подготовки квалифицированных ра­
бочих кадров, особенно через систему про­
фессионально-технического образования. В де­
сятой пятилетке прием в дневные профессио­
нальс-оо-технические училища будет увеличен 
по сравнению с девятой пятилеткой в 1,2 ра­
за. При этом прием молодежи в профессио­
нально-технические училища, дающие среднее 
общее образование, и технические училища 
увеличится более чем в два раза. 

В связи с этим перед школой, перед каж­
дым учителем стоит важная задача по про­
фессиональной ориентации учащейся молоде­
жи. Конечно, эта работа должна выполняться 
в тесном взаимодействии с местными органи­
зациями, деятелями промышленносп1 и сель­
ского хозяйства. 

Воспитание готовности к труду, понимание 
его общественной знач·имости, форм1-�рование 
необходимых для трудовой деятельности 
устойчивых навыков выполнения полученных 
заданий проходит и в учебной и во внеучеб­
ной работе со школьниками. Учитель матема­
тики почти ежедневно встречается со своими 
питомцами, и это позволяет ему ближе войти 
в мир интересов, раздумий и желаний каж­
дого из них. К тому же овладение таким 
предметом, как математика, требует от уча­
щихся значительных усилий, постоянного вни­
мания, привычки к самостоятельному труду, 
развивает стремление к творческим поискам. 
Поэтому правильная постановr<а преподавания 
математики не только может, но и должна 
способствовать выработке у учащихся ценных 
для трудовой деятельности качеств. 

У каждого учителя много хороших помощ­
ников. Однако самые трудные задачи по твор­
ческому овладению новым содержанием учеб­
ноr·о предмета, по оттачиванию своего мето­
дического мастерства, продумыванию путей 
индивидуального подхода к каждому ученику, 
подготовке к необходимым в воспитательной 
работе доверительным беседам учителю при­
ходится решать одному, и это требует значи­
тельного времени. Поэтому бережное отно­
шение к дорогому времени учителя должно 
стать нормой в работе каждой школы. 

Наша молодежь, оканчивающая восьмилет­
нюю и среднюю школу, все более и более 
активно стремится к участию в творческом со­
зидательном труде советского народа. Ярким 
свидетельством этого является широкий от-
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клин: среди выпускников школ, поддержанный 
партией,- славный почин молодых костроми­
чей, вставших после окончания школы на тру­
довую вахту в родных селах. 

Важным каналом получения всеобщего 
среднего образования молодежи в десятой 
пятилетке будет вечерняя (заочная) школа ра­
ботающей молодежи. Резерв молодежи, ра­
ботающей в народном хозяйстве и не имею­
щей среднего образования, для вовлечения в 
средние школы еще очень большой. Харак­
терной особенностью последних лет является 
усиление в вечерних и заочных школах стар­
шего контингента при снижении возрастного 
уровня учащихся. Так, в прошлом учебном го­
ду из 5 млн. молодых тружеников, обучаю­
щихся в этих школах, 90 % обучалось в стар­
ших (IX-XI) классах, свыше 60% составляла 
молодежь в возрасте до 20 лет. 

Все это ставит перед органами народного 
образования, перед учителями школ ряд но­
вых задач по совершенствованию системы ве­
чернего и заочного образования, особенно 
содержания и методов обучения. 

В ряде случаев решение задач, стоящих пе­
ред вечерним (заочным) образованием рабо­
тающей молодежи, требует объединенных 
усилий органов народного образования с об­
щественными организациями и хозяйственными 
руководителями предприятий и учреждений. 
Уже сейчас приняты постановления по ряду 
принципиально важных вопросов. По 20 отрас­
лям народного хозяйства соответствующие 
министерства рекомендовали предприятиям и 
организациям присваивать молодым рабочим 
разряды по некоторым профессиям с учетом 
наличия у них среднего образования или обу­
чения в вечерней (заочной) школе. 

В десятой пятилетке такие решения получат 
свое дальнейшее продолжение. 

Развитое социалистическое общество, мно­
гообразные потребности современного произ­
водства, возрастающие духовные запросы со­
ветских людей предъявляют все более высо­
кие требования к школе. 

Пятилетка - кровное дело всего совет�кого 
народа. Она требует полного напряжения сил 
в борьбе за эффективность и качество своего 
труда. 

Учитель продолжает себя в своих учениках. 
Славные трудовые дела его питомцев, их че­
стное служение Родине послужат дальнейше­
му развитию нашего советского общества. 

Готовясь достойно встретить 60-летие Ве­
ликого Октября, учителя математики добьют­
ся новых успехов в повышении качества обу­
чения и воспитания молодого поколения! 



МЕТОДИЧЕСКИЙ ОТДЕЛ 

СЛОВО УЧ�1ТЕЛ!i! 

ЕН 

м. в. потоцкия 
(Москва) 

В ПРЕЛОДАВдШ1И МАТЕМАТИКИ 

Известно, что слово - основное орудие в 
работе учителя. Однако широко распростране-
110 мнение, что поскольку в матем атике суще­
ствует свой, особый язык формул, то роль 
обычной устной или письменной речи в препо­
да вании математики значительно скромнее, 
чем во многих других областях человеческого 
знания. Но так ли это? Рассмотрим этот во· 
прос подробнее. 

Что значит <mо1ш1пать лште.матический текст:.>? 

Когд<J речь идет о конкретных геометриче­
ских образах или об элементарных алгебраи­
чес1шх понятиях, этот вопрос разрешается 
плосто. 

·Пусть школьник слышит от учителя или чи­
тает в учебнике следующий текст: «длина 
окружности радиуса R есть предел последова­
теJiьности р3, р4, р5, ... , Pn, . . . периметров 
правильных 3, 4, 5, . . " п . . .  -угольников, впи­
санных в эту окружность». Если школьник 
знает, что обозначает слово «предел», «после­
дователыюсты> и т. д., то он пони1.tает и смысл 
этого определения, и вывод формулы, и саму 
эту формулу С=2лR. 

Пусть школьник читает: «Всякое уравнение 
вида ах2+ьх+с=О, где а, Ь и с- некоторые 
числа, причем а=;ЬО, а х - переменная, назы­
вается квадратным уравнением». Он сразу 
понимает, что такое квадратное уравнение. 

Эти тексты или им подобные ясны потому, 
что здесь речь идет о конкретных математиче­
ских образах или понятиях - «окружность», 
«квадратное уравнение» и т. д. 

Однако дело резко меняется в связи с вве­
дением в школу общих понятий (множество, 
производная, вектор и т. д.), которые требуют 
от учащегося более высокого уровня абстракт­
ного мышления. 

Рассмотрим примеры. Пусть школьнику 
сказано только то, что записано ниже: 

1. «Производная f' (хо) функции f в точке 
Хо есть предел 

Hm f (Хе+ дх)- f (хе) )) • 
дх .... о дх 

2. «Скалярным произведением двух ненуле-_,. _,. 
вых векторов а и Ь называется число, равное 

А 
-+ -JI- -;,.. + 

!al·lblcos(a, Ь)». 
Понятны эти определения или нет? Как 

будто бы да. Что здесь можно не понимать? 
Все термины школьнику ясны, что такое f (хо) 
и f(хо+Лх), он знает. Он может даже на  ос­
нове этих формул решать задачи. Например, 
если у=х5, то ученик найдет, что у' =5х4• 

_,. -
Если ему сказать, что lal =3, /bl =4, а угол _,. _,. 
между векторами а и Ь равен 60°, то он най­
дет: 

.... .... 1 а·Ь=3·4·2=6. 

Обычно считается, что если школьник уме­
ет решать задачи «на данную формулу», то 
он уж наверняка ее понимает. Однако в дан­
ном случае можно утверждать, что в двух по­
следних определениях это не всегда так. Спро­
сим школьника: �откуда взялись эти форму­
лы? Зачем они нам нужны? Что они нам да­
ют?» 

Школьник смоЖет ответить только одно: 
«Не знаю.· Так сказал учитель. Так з аписано 
в учебнике». Можем ли мы это н азвать пони­
манием? 

Посмотрим, как определяет психология тер­
мин понимание: понимание - это раскрытие 
существенного в предметах и явлениях дейст­
вительности. «Понять что-нибудь - значит вы­
яснить причину явления, следствие, к которо­
му оно ведет, т. е. включить его в систему 
причинно-следственных связей, раскрыть про­
исхождение и развитие явления, ответить на  
вопросы: «Почему и как это произошло?», «За­
чем это делается?» (Психология. Учебник для 
педагогических институтов. Под ред. А. А. 
Смирнова и др. М" 1956, с. 263). Отсюда вы­
текает, что для понимания формул н абст­
рактных понятий часто м ало дать их опреде­
ление или указать смысл входящих в них сим­
волов, надо дополнить их словесными разъяс-
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не!шямн. В преподавании это чгсто так и де­
лается. Так, в CJiyчae с производной обычно 
разъясняется, что производная определяет 
мгновенную скорость, ускорение, тангенс угла 
наклона касательной и т. д. В отношении ска­
лярного произведения говорят, что с его по­
мощью вычисляется работа силы на опреде­
ленном пути и т. д. После этого все приве­
денные выше вопросы отпадают и смысл тер­
мина выясняется 1• 

Однако разъяснение смысла новых понятий 
делается далеко не всегда. Так, понятие век­
торного произведения даже в вузовских учеб­
никах редко сопровождается объяснением то­
го, почему оно введено и в чем его значение. 
Чрезвычайно важное понятие группы вводит­
ся определением. Но настоящего усвоения по­
нятия группы у учащегося не будет без от­
вета на естественные вопросы: <Почему вооб­
ще надо вводить понятие группы? Почему 
группа определяется именно такими ус.'Iовия­
ми, а не другими?:. и т. д. В учебной лите­
ратуре таких объяснений обычно не бывает. 

Чрезвычайно показатедьным в отношении 
объясняющей роли слова является и следую­
щий пример. В физике хорошо известны фор­
мулы, выражающие преобразования Лорен­
ца. При одном и том же значении входящих 
в них букв Лоренц и Эйнштейн трактовали их 
по-разному. Лоренц понимал их в духе меха­
ники Ньютона, как указывающие на сокраще­
ние стержня в направлении его движения, а 
Эйнштейн - как основу специальной теории 
относительности, дающую представление о 
различном течении времени в различных си­
стемах координат. Итак, оба ученых пришли 
к одним и тем же математическим формулам 
из различных словесно сформулированных 
идей. И только знание этих словесных исход­
ных формулировок позволяет понять и смысл 
самих формул. 

Отсюда вывод: хотя в математике и считает­
ся часто, что «формулы говорят сами за себя», 
однако это далеко не всегда верно. Формулы 
чаще молчат. И только устное или письмен­
ное слово может заставить их заговорить. 

Надо обстоятельно объяснить, отк.уда мы 
пришли к необходимости вывести данную фор­
мулу и для чего она служит, как мы ее будем 
применять и т. д. При этом желательно по 
возможности связывать эти разъяснения не 

t Здесь можно указать, например, такие книги, как 
<Алгебра. Учебное пособие для IX-X классов школ 
с математической специализащ1ей» Н. Я. Виленкина. 
Р. С. Гутера, С. И. Шварцбурда, Б. В. Овчинского, 
В. Г. Ашкинузе или «Анадитическая геометрия:. 
М. М. Постникова, где удедяется внимание выяснению 
метододоrических вопросов. 
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с отдельны"'ш случаiшы:vrи единичными при­
ложениями, а с большими проблемами реаль­
ной действительности. 

Особенно важную и трудную для учителя 
роль играют общие методологические объяс­
нения, которые в математике во многих слу­
чаях совершенно необходимы. 

Так, например, чтобы сделать изучение ма­
тематики сознательным, учитель должен в 
какие-то моменты преподавания объяснить 
школьнику, почему мы доказываем данные 
теоремы, а не какие-нибудь другие, каковы 
наши цели и задачи при изучении предмета 
и т. Д. 

О строгости, точности и краткости 
математической речи 

Новые программы большое внимание уделя­
ют характеру преподавания. Его нужно вести 
на более высоком уровне общности, абстракт­
ности и строгости, что должно способствовать 
лучшему и более глубокому усвоению мате­
матики. Что же значит - излагать строго и 
как сделать, чтобы строгость способствовала 
лучшему rюниманию и усвоению матечатики? 
Рассмотрим сначала два с виду парадоксаль­
ных положения. 

Можно излагать предмет логично и строго, 
но он не будет понят школьник.ом, хотя пре­
подносится с формальной стороны на доступ­
ном ему уровне. Такое положение легко себе 
представить. Действительно, строгое изложе­
ние предполагает объяснение всех логических 
элементов, всех деталей рассуждений и вы­
кладок, точный учет всех оговорок, исключи­
тельных случаев, условий применимости и т. д. 
В этих условиях мысль школьника, еще 
недостаточно привыкшего к такому изложе­
нию, легко может быть отвлечена всеми этими 
деталями в сторону от основной идеи. Ученик 
потеряет нить рассуждений и перестанет их 
понимать. 

Объяснение может быть проведен.о н.е стро­
го, часто в чем-то н.е логично и быть правиль­
но понятым. Школьник. усвоит его и сможет 
решать на этот материал задачи. Действи­
тельно, если рассуждение отчетливо выделяет 
основную мысль, использует хорошие, близкие 
к жизни примеры, то даже явное нарушение 
правил логики (в виде отсутствия упоминания 
о различных исключительных случаях, не­
строгое обобщение частных случаев и т. д.) 
часто нисколько не вредит существу дела. 
Школьник правильно поймет материал и на­
учится хорошо решать задачи. 

Исходя из сказанного, мы можем утвер­
ждать, что строгость и точность речи очень 
полезны, если они сопровождаются обстоя-



тельными словесными об-ьяснениями. Для по­
нимания вывода должно быть указано, в чем 
идея и цель вывода, к чему мы стремимся, 
поче.лtу употреблено то, а не иное слово или 
выражение, что будет, если мы заменим это 
выражение другим или не оговорим такое-то 
исключение, и т. д. Если все это объяснено, то 
строгий вывод очень полезен. Он даст воз­
можность школьнику понять идею вывода, не· 
обходимость точного м атематического языка, 
роль каждого слова в точной математической 
формулировке и научит . учащегося самого 
рассуждать строго. Но та точка зрения, что 
если дана строгая формулировка, то рядовой 
школьник всегда ее сам поймет, а если и не 
поймет, то все равно сам научится р ассуждать 
логично,- по меньшей мере наивна .  

Часто говорят, что математику надо изла­
гать кратко. Верно. Но эту краткость не всег­
да понима ют правильно. Иногда считают, что 
«кратко» - значит уложиться в минимальное 
число слов. Вряд ли с этим можно всегда 
согласиться. Конечно, в формулировке аксио­
мы, теоремы или определения не должно быть 
ни одного слова, которое можно было бы вы­
бросить без изменения смысла формулировки. 
Однако, как мы видели, сплошь и рядом не­
обходимо объяснить смысл всех слов, входя­
щих в эти формулировки, объяснить идею до­
казательства и т. д. А это делается словами. 
Поэтому слово «кратко» мы будем понимать 
так: сказать кратко - это значит сказать все, 
что нужно, и не говорить ни•tего лишнего. 
(Заметим, что лишние слова не только не 
нужны, но и опасны: они могут отвлечь вни­
м ание школьника совсем в иную сторону и 
тем усложнить понимание материала ) . Стоит 
вспомнить слова П аскаля, который говорил, 
что как излишне сжатое, так и излишне рас­
тянутое изложение затемняют его смысл .  
(Е. М.  Кляус, И. Б .  Погребысский, У. И. Франк­
фурт. Паскаль. М., 1971, с. 249). 

Но как узнать, что «нужно» и что «лиш­
нее»? В этом учителю должны помочь пони­
мание того, как мыслит учащийся, и его соб­
ственный такт педагога. Во всяком случае 
школьникам надо показать исток.и нового по­
нятия в практике и в предшествующих разде­
лах курса, объяснить мысль, лежащую в осно­
ве вывода формулы, рассказать о ее приме­
нении. 

Автору этой статьи во времена его студен­
чества пришлось слушать лекции и доклады 
двух замечательных математиков и лекторов: 
Н. Н. Лузина и А. Я. Хинчина.  Их лекции, с 
точки зрения числа слов, были крайне много­
словны, но никто этого не замечал и никто на 
это не ж аловался, потому что все их слова 

были нужными. Помн ю  один из докладов 
А.  Я. Хинчина в 1v\атематическом обществе. 
Огромная доска почти пуста: в середине ее 
записана лишь одна строчка формул. Но об 
этих формулах докладчик рассказал так, что 
казалось, они живые: мы знали, как они ро­
,t;ились, чем полезны и о чем говорят. Пусть 
это будет примером и для педагога, пусть ма­
тематическая формула сопровождается содер­
жательной р ечью учителя, объясняющей ее 
смысл. 

Слово должно служить и «управлению» в 
преподавании, т. е. учитель должен объяснить 
ученику, что более важно и что менее важно, 
какую формулу нужно уметь вывести, какую 
достаточно только знать, что полезно запом­
нить надолго, какие задачи надо уметь ре­
ш ать быстро, может быть, в уме и т. д. 

Звуковая сторона речи учителя 

Остановимся еще на одной стороне работы 
учителя в классе. Хотя она и является одной 
из важнейших, но тем не менее ей, ввиду ее 
явной «очевидности», редко уделяется вни­
м ание в педагогической литературе. 

Я имею в виду живое звучащее слово учи­
теля на уроке, обращенное к ученикам. Имен­
но эта звуковая сторона речи учителя играет 
часто решающую роль в усвоении ими м ате­
матики. Иными словами, если бы все то, что 
учитель говорит на уроке. мы бы записали 
на листке бумаги и предъявили этот листок 
ученикам для чтения, то эффект этих записан­
ных слов был бы неизмеримо ниже, чем эф­
фект этих же слов, произнесенных учителем. 

Н апомним, какое огромное впечатление про­
изводит выступление артиста с чтением како­
го-нибудь художественного произведения по 
сравнению с чтением этого же произведения 
по книге. 

Речь учителя на уроке обладает богатей­
шими возможностями. У него их даже боль­
ше, чем у артиста, который произносит чу­
жой текст. Учитель всегда высказывает свою 
мысль. Он может выбирать любые слова для 
ее выражения и располагать их в ;1юбом по­
рядке. И вот наблюдение показывает, что 
громкость или приглушенность речи учителя, 
ее быстрота или замедленность, все богатства 
ее интонаций, ее эмоциональная окраска об­
л адают огромной впечатляющей силой, речь 
учителя решительно влияет на усвоение или 
запоминание учениками даже чисто матема­
тических предложений. 

Мы не можем сейчас точно объяснить с 
психофизиологической стороны это воздейст­
вие звука устной р ечи н а  усвоение предмета, 
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но несомненно одно, что никакой, даже самый 
лучший, учебник не м ожет заменить живого 
слова учителя. 

Какие выводы следуют отсюда? 
Прежде всего отметим, чего не должен де­

лать учитель. Он не должен подражать акте­
ру и репетировать свою речь или жесты, гото­
вясь к уроку. Актер репетирует свое выступ­
ление, так как он заранее знает, что и как он 
должен исполнять, независимо от реакции 
зрительного зала.  Совсем другое положение у 
учителя. Он знает, о чем будет говорить в 
классе, но почти совсем не знает, в какой об­
становке это будет происходить. Класс может 
быть спокоен или возбужден, он может сразу 
усваивать материал или нет, ученики могут по 
ходу объяснения задавать учителю вопросы 
или молча слушать его - и все это будет 
влиять на речь учителя. Поэтому заранее за­
готовленные фразы, жесты и мимика могут 

з. и. МОИСЕЕВА, Е. r. rлдrОЛЕВА, 6. в. СОРОКИН 
(Москва) 

О НЕКОТОРЫХ РЕЗУЛЬТАТАХ РАБОТЫ 
ДЕВЯТЫХ КЛАССОВ 

В 1975/76 учебном году девятые кл ассы 
школ с русским, украинским и белорусским 
языками обучения впервые работали по новой 
программе и учебным пособиям по матема­
тике. 

Главное управление школ Министерства 
просвещения СССР и Н И И  содержания и ме­
тодов о бучения АПН СССР с начала учебного 
года вели наблюдение за ходом работы девя­
тых кла ссов по  новой программе. Массовые 
проверки состояния преподавания м атемати­
ки были проведены в школах Киргизии (но­
ябрь 1975 г.) и 'Белоруссии (февраль 1976 г. ) .. 
Регулярные наблюдения п роводились также в 
отдельных школах Москвы, Московской об­
ласти и некоторых других территорий. 

В данной статье, в основном, используются 
м атериалы проверки состояния преподавания 
и качества знаний учащихся в школах Го­
мельской области (Бело русская ССР) . В ходе 
этой проверки учащиеся выполняли письмен­
ные контрольные работы по алгебре и нача­
л а м  анализа и по  геометрии. Письменной про­
верке подверглись более 2500 учащихся IX 
кл асса школ г. Гомеля, райцентров Мозырь 
и Калинковичи и сельских школ Речицкого и 
Калинковичского р айонов; около 250 учеников 
было опрошено устно. В отличие от п рошлых 
лет, каждый из отвечавших был опрошен 
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оказаться неуместными и только вызвать 
смех учеников. 

Но что же может и должен сделать учитель 
в направлении улучшения своей речи? Преж­
де всего он должен знать, как велико влияние 
его речи, и с вниманием относиться к ней. Он 
должен говорить просто, понятно и отчетли­
во, не спеша. В речи учителя не должно 
быть никаких органических дефектов, если 
они устранимы. Учитель должен быть терпе­
лив и сдержан, чтобы не раздражаться, даже 
отвечая  на вопросы, которые ему кажутся за­
ведомо несерьезными. Этого может и должен 
достигнуть любой учитель. 

И, наконец, важнейшее. Учитель должен 
любить п реподавание. Тогда в его речи сами 
собой появятся и та эмоциональная окраска, 
и та благожелательность, которые всегда 
привлекают уч ащихся к учителю и с большой 
силой влия ют на успешность преподавания. 

практически по всему пройденному материалу 
либо по алгебре и началам анализа, либо по 
геометрии. 

Anreбpa и начаnа анаnиза 

Письменная р абота по  алгебре и началам 
анализа была в основном посвящена цент­
ральной теме курса IX класса «Предел функ­
ции и производная». Она включала в себя че­
тыре задания. Приводим текст одного из ва­
риантов работы (в скобках указан процент 
учащихся, верно выполнивших задание). 

1. Найдите предел: 
х4-7х2 + 5 а )  llm 2+2 _2 ; (92%) 

Х-+0 Х Х 

б) llm ( х2 � i + 2х) . (87 % ) Х->-3 Х 
2. а )  f (х) = 5 - 2х2 + 7 х5• Найдите f' (х). 

(9 1  %) 
х3-3 б) g (х) = 2Х "  Найдите g' (х) и g' (5). 

(67%) 
в) h(x)=(l-x2)·x . Найдите h' (O) .  (58%) 

1 3. Для функции f (х) = 2 х2: 

а )  найдите f' (х); (77%) 
б) постройте график функции y=f(x); 

(63 % )  
в )  пользуясь графиком функции у=[ (х) , 

выясните, является ли она возрастающеи на 
промежутке ] О; 1 [ . Какой знак имеет f' (х) на 
этом промежутке? (60 % ). 

4. Изобразите на координатной прямой мно­
жество решений неравенства 1 х-21 � 1 и за-



rmшите это множество в виде числового про­
межутка. (53%) 

В отличие от письменной работы вопросы 
для устной беседы с учащимися охватывали 
практически весь материал, пройденный ко 
времени проверки. Приводим эти вопросы. 

1. По определению производной найдите 
производные функций f (х) = 3х-2 и g(x) = 
=х2. Вычислите скорость изменения каждой 
из этих функций при х=5. 

2. а) Решите систему неравенств { х>О, (72), 
х>О, 725. 

б) Изобразите на координатной прямой мно­
жество решений неравенства 1 х+ l I <2 и за­
пишите это множество в виде числового про­
межутка. 

3. На рисунках 1 изображены графики функ­
ций, каждая из которых задается одной из 
следующих формул: 

1) у = 2х, 2) у = 2х - 1, 3) у = 2х + 1, 

4) у=-х + 2, 5) у= х2, 6) у =х3, 
7) у=х4, 8) у=Ух, 9) у=2х, lO)y=lgx, 
11) у = + ' 12) у = �2 ' 13) у = 1 х 1 ' 
14) у=,;,. 

Укажите, какой формуле соответствует какой 
график. 

4. Сколько можно составить различных 
трехзначных чисел из цифр 6, 7, 8 и 9 так, 
чтобы в каждом числе цифры не повторялись? 

5. а) Изобразите геометрически последова-
п -1 

тельность Хп = -п-· Имеет ли эта последо-

вательность предел? 
б) Укажите, какая из следующих последо­

вате.1ьностей имеет 
1 2) Уп= 2п-1. 

предел: 1) хп = п -- 1; 

3 
6. Известно, что функция у = vr х непре-

рывна в точке с абсциссой х=8. Имеет ли эта 
функция предел при х-8? Если да, то чему 
он равен? 

7. В учебнике алгебры для V I I I  класса при­
водится такое рассуждение: 

«По определению арифметической прогрес-
сии: 

a2=a1+d; 
аз=а2+d= (a1+d)+d=a1+2d; 
а4=аз+d= (a1+2d) +d=a1+3d; 
as=a4+d= (a1+3d) +d=a1+4d. 

1 Каждый ученик получал дополнительно лист с гра­
фиками этих четырнадцати функций, расположенными 
в другом порядке. 

Легко сообразить, что 
a5=a1+5d; 
a1o=a1+9d; 
а2з=а1+22d. 

Вообще an=a1+d(n-l)"». 
Можно ли на основании приведенных рассуж­
дений утверждать, что: 

а) as=a1+4d - верно; 
б) an=ai+d(n- 1) - верно для всех пЕN? 
С письменной работой справились 80,5% пи-

савших, однако процент выполнения отдель­
ных заданий имеет значительный разброс. Так, 
задание на нахождение пределов функций 
верно выполнили 76,4% учащихся, а задание, 
где требовалось построить график функции и 
по графику определить, является ли она мо­
нотонной, довели безошибочно до конц·а 52 %' 
писавших. При устном опросе ответили удов­
летворителыю 75 % учащихся, из них 9 % -
на «5». Большинство девятиклассников обна­
ружили удовлетворительное знание основных 
вопросов изученного материала. Они умеют 
находить предел функции с использованием 
теорем, практически все учащиеся овладели 
навыками дифференцирования многочлена и 
степенной функции, обладают достаточно ши­
роким запасом представлений о графическом 
изображении числовых функций и т. д. 

Ана.тrиз письменых работ и устного опроса, 
а также наблюдения на уроках выявили неко­
торые недостатки, возникшие при освоении 
нового курса алгебры и начал анализа IX 
класса. В ряде случаев причины этих недо­
статков довольно ясны, что позволяет наме­
тить возможные пути их устранения. Так, на­
пример, первое задание письменной работы 
допускало два способа решения : первый осно­
ван на использовании теорем о пределах, он 
требует громоздких записей и отнимает мно­
го времени; второй основан на имеющейся в 
учебном Пособии теореме о непрерывности 
дробно-рациональной функции. Второй способ 
более экономен, запись решения получается 
компактной: 

«Так как дробно-рациональная функция 
х4-7х2 + s  

f (х) = х2 + 2х _ 2 определена при х = 
=О (02 + 2 ·О - 2 =!=О) , то f (х) непрерывна 
при х=О и 

х• -7 х2 + 5 04 -7 · 02 + 5 5 
:� х2 + 2х - 2 = U2 + 2 ·О -2 = - 2 !> • 

При анализе работ было выявлено, что в зна­
чительной части классов учащиеся не восполь­
зовались вторым, более рациональным спосо­
бом. Это указывает на то, что учитель, оче­
видно, не понял места теоремы о непрерыв­
ности дробно-рациональной функции в курсе 
и не сумел объяснить учащимся смысл поня-
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тия непрерывности функции и особенно его 
связь с понятием предела. Это же подтвер­
ждают данные устного опроса и другие на­
блюдения. Так, при ответе на  шесто� вопрос 
лишь 25% учащихся смогли дать полный и 
обоснованный ответ: «Предел функции у= 

3 3 
= ух при х-+8 существует и равен }18, 

3 
т. е. 2, потому что функция у= Ух непре-

рывна при х=8». 
· В письменной работе подавляющее боль­
шинство девятиклассников справились с не­
сложными упражнениями на нахождение про­
изводной. Заметим, что сравнительно невысо­
кий процент верно выполнивших это задание 
зачастую связан с тем, что учащиеся ошиба­
лись не при дифференцировании, а в тождест­
венных преобразованиях и в вычислениях. 

Устный опрос подтвердил, что техника диф­
ференцирования у большинства учащихся 
удовлетворительная. Однако нельзя сказать, 
что учащиеся получили четкие представления 
о производной и ее применении. Так, многие 
из отвечавших не понимали, что значит найти 
производную по определению, не знали, что 
скорость изменения функции в точке есть зна­
чение ее производной в этой точке. Наиболь­
шие затруднения вызвал вопрос о скорости 
изменения линейной функции, хотя в учебном 
пособии, в п. 37 разобран пример, поясняю­
щий, что производная линейной функции по­
стоянна (см. также: Методическое письмо 
Министерства просвещения СССР. «Математи­
ка в школе», 1 975, № 6, с. 17-26) . 

И в контрольной работе, и при устном опро­
се проверялось умение решать неравенства ти­
па \ х - а\ < Ь. В учебном пособии такие не­
равенства рекомендуется решать, опираясJ> на  
понятие расстояния между числами. Указан­
ный способ решения обеспечивает в дальней­
шем более глубокое усвоение одного из глав­
ных, опорных понятий анализа - понятия 
окрестности точки, на котором базируется 
изучение предела функции, производной и т. д. 
Однако проверка показала, что значи­
тельная часть учителей требует от учащихся 
только аналитического способа решения таких 
неравенств, забывая о значении геометриче­
ского толкования этих неравенств для даль­
нейшего изложения курса. 

Устный опрос показал также, что значи­
тельное число школьников не справляется с 
геометрическим изображением членов после­
довательности и с «угадыванием» предела, а 
также с решением вопроса о сходимоGти по­
следовательностей (вопрос 5) . По-видимому, 
причиной такого положения является излиш­
няя формализация изложения этих вопросов. 
10 

На наш взгляд, изучение последовательно­
стей и их пределов должно опираться на гео­
метрическую интерпретацию понятия предела, 
причем следует свести до минимума формаль­
ные определения и доказательства теорем. Та­
кой характер изложения будет способство­
вать накоплению наглядных представлений о 
«поведении» последовательностей, которые 
явятся основой для изучения последующих тем 
курса (см. статью «Об изучении последова­
тельностей и их пределов в IX классе». «Ма­
тематика в школе», 1 976, № 5) . При этом бу­
дут повторяться и развиваться первоначаль­
ные представления о функциях, которые полу­
чены учащимися в восьмилетней школе. Без 
такой работы эти знания могут оказаться ут­
раченными, что и обнаружилось при провер­
ке знаний учащихся. Например, третье задание 
письменной работы выполнили верно 52% пи­
савших, причем 36,6% ошиблись при по­
строении графика функции вида у=ах2• При 
устном опросе проверялись два уровня владе­
ния функциональными представлениями. Ока­
залось, что с третьим заданием справились 
примерно 2/з школьников. Более подробный 
анализ ответов учащихся показал, что харак­
тер знаний большинства отвечавших - пас­
сивный; практически все девятиклассники уз­
нают графики линейной и квадратичной функ­
ций, однако ка.ждый третий не смог построить 
графики функций у=ах2 и у=х2- 1 ,  хотя при 
изучении этого материала в восьмилетней 
школе учащиеся строили такие графики прак­
тически безошибочно. 

Геометрия 
Контрольная работа по геометрии в отли­

чие от работы по алгебре и началам анализа 
проверяла усвоение учащимися не только по­
следних тем, но и вопросов, изученных в на­
чале учебного года. Приводим текст одного из 
вариантов письменной работы. 

1 .  Постройте сечение параллелепипеда 
ABCDA1B1C1D1 плоскостью, проходящей через 
ребро D1C1 и точку Р - середину ребра АВ. 

2. В параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 точка 
М - середина ребра СС1• Разложите вектор 
� --+ --+ � 
АМ по векторам АВ, AD, АА1. 

В первом задании проверялось наличие у 
учащихся н аглядных представлений о взаим­
ном расположении прямых и плоскостей в 
пространстве, умение выполнить, описать и 
обосновать построение. При решении этой за­
дачи подавляющее большинство девятикласс­
ников поняло постановку задачи и смогло на 
наглядном уровне выполнить построение 
(только 8,1 % писавших не смогли построить 



требуемое сечение). Однако, как показал ана­
лиз, многие из них затруднялись при обосно­
вании выполненных построений (только 32,5% 
учащихся решили задачу полностью, вµщолнив 
построение и правильно обосновав его). Вы­
яснилось, что многие учащиеся и не понимают 
необходимости этих обоснований. Такое поло­
жение, как правило, наблюда.'юсь у учащихся 
целого класса, а отсутствие обосноваuия обыч­
но не было отмечено при проверке даже как 
недочет. Это дает основание считать, что не­
которые уч1пеля не объяснили ученикам, что 
обоснование построения является необходи­
мой частью решения задачи на построение. 

Задания, проверявшие понимание .'югиче­
ской структуры геометрии, развитие про­
странственных представлений, знание основ­
ных фактов об отношениях фигур в простран­
стве и т. п., предлагались учащимся и при уст­
ной беседе. Приводим текст таких вопросов. 

l. Прямые а и Ь параллельны плоскости c:t. 
Како1:10 взаимное расположение прямых а и 
Ь? Сделайте чертеж. 

2. Может ли сечение треугольной пирамиды 
быть: а) треугольником; б) четырехугольни­
ком; в) пятиугольником? 

3. Прямые а и Ь перпендикулярны прямой с. 
Параллельны ли прямые а и Ь? 

4. Верно ли, что все прямые. пересекающие 
две данные пара.плельные прямые, принадле­
жат одной плоскости? Почему? 

5. Даны две пересекающиеся плоскости. 
Можно ли провести плоскость, пересекающую 
обе данные плоскости по параллельным пря­
мым? 

6. Постройте сечение тетраэдра плоскостью, 
проходящей через три данные точки. 

В третьем, четвертом и пятом заданиях 
проверялось умение вообразить предложенную 
ситуацию, знание случаев взаимного располо­
жения прямых и плоскостей в пространстве. 
Верно и с обоснованием на эти вопросы от­
ветили около половины учащихся; примерно 
1/3 девятиклассников представляет ситуацию, 
но не может обосновать свой ответ. При отве­
тах на 1-й и 3-й вопросы, где нужно было 
представить взаимное расположение двух пря­
мых в пространстве, многие учащиеся пропу­
скали случай скрещивающихся прямых; это 
говорит о том, что особенности трехмерного 
пространства не вполне осознаны ими. 

Характерно, что большинство отвечавших не 
прибегало к простейшему моделированию си­
туации, значительная часть их не l'ifOГлa изоб­
разить требуемую пространственную фигуру. 
Все это указывает на оторванность теоретиче­
ских знаний от наглядных представлений. 

В шестом задании учащимся предлагалось 

построить три сечения тетраэдра. Сечение по 
трем точкам на пересекающихся ребрах стро­
или практически все (92%). Выполнение по­
строений в более сложных случаях, проверяв­
ших сообразительность учащихся и умение 
применять теорию, показало, что некоторые 
сведения усвоены ими формально. Так, часть 
учеников ошибочно полагали, что четырех­
угольное сечение тетраэдра всегда имеет две 
параллельные стороны. 

Как в письменной работе, так и при устных 
ответах учащиеся допустили значительное чис­
ло ошибок в употреблении символов, показали 
неумение кратко записывать условие задачи. 

Первая половина письменной работы и 
устного опроса по геометрии была посвящена 
традиционному для школы материалу, вто­
рая - проверяла усвоение учащимися новой 
для школы темы «Векторы». Приводим тексты 
вопросов для устной беседы, относящихся к 
этой теме. 

7. Каким должен быть множитель k в ра-
-+ -+ -+ -+ 

венстве а= k · Ь, чтобы: а) векторы а и Ь 
-+ -+ -+ -+ 

были кошшнеарны; б) aitb; в) а it Ь? 
8 .  ABCDA1B1C1D1 - куб. Точка М-точка 

пересечения диагоналей грани DCC 1D1• Раз-
-� - -)>  ---+ 

ложите вектор DM по векторам А/3, AD 
---> 

9. Докажите, что АВ +СА= СВ. 
10. ABCDA1B1C1D1 -паралле.'lепипед. Най-

_____, - _...,. 
дцте ВС + ВА1 +DA1• 

Задание письменной работы проверяло уме­
ние разложить вектор по трем некомпланар­
ным составляющим, что особенно важно для 
курса физики. Верно выполнили все задание 
73,5% писавших, больше затруднений это уп­
ражнение вызвало у школьников се,льских 
школ. Аналогичный по содержанию, но не­
сколько более сложный вопрос предлагался 
учащимся при устной беседе (задание 8); с 
этой задачей справилось более половины от­
вечавших. 

Анализ ошибок, допущенных при выполне­
нии второго задания письменной работы, а 
также данные устного опроса по теме «Век­
торы» свидетел.ьствуют о том, что около трех 
четвертей учащихся удовлетворительно усво­
или эту тему, т. е. умеют оперировать с век­
торами: складывать и вычитать векторы, ум­
ножать вектор на число; знают законы опе­
раций с векторами и умеют их применять, 
понимают постановку з;щачи о разложении 
вектора и т. п. Однако тревожит тот факт, 

11 



что в письменной работе около 25% девяти­
классников не справились с заданием или до­
пустили ошибки. Очевидно, отдельные учите­
ля увлеклись решением сложных задач на 
применение векторов и не отработали необ­
ходимого минимума умений, определенного 
методическим письмом Министерства просве­
щения СССР (см.: «Математика в школе», 
1975, № 6). 

Наблюдения на уроках даJIИ возможность в 
ряде случаев выявить причины обнаруженных 
при проверке недостатков знаний. Так, отсут­
ствие необходимых наглядных представлений 
у учащихся может быть объяснено тем, что 
учитель недостаточно использует моделирова­
ние на уроках геометрии, геометрические ил­
люстрации вводимых понятий на уроках аJI­
гебры и начал анализа. Иногда это связано с 
тем, что содержание математического обра­
зования в IX классе претерпело существенные 
изменения и учитель, не владея достаточно 
свободно теоретическим содержанием курса, 
боится отступить от изложения материала, 
приведенного в учебном пособии, и основное 
внимание уделяет технической и формально­
логической стороне изучаемого, а не разъясне­
нию учащимся наглядного смысла вводимых 
понятий и теорем. Повышение научного уров­
ня преподавания, являющееся характерной 
особенностью новой программы, не должно 
приводить к излишней формализации изложе­
ния. Не нужно забывать старые испытанные 
методические приемы, которые складывались 
десятилетиями и не потеряли своей значимо­
сти в новых условиях. 

Учитель зачастую не может верно расста­
вить акценты при изучении нового материала. 
С этим связан выявившийся при анализе ре­
зультатов контрольной работы факт, что зна­
чительная часть учителей затрудняется в 
оценке знаний учащихся. Членам бригады ча­
сто приходилось не только понижать, но и 
повышать оценки школьникам, так как учи­
тель не сумел выявить главную часть рабо­
ты и не смог определить, в какой мере по­
ставленная задача решена. 

Ф. М. 6дРЧУНОВд, П. 6. РОАТМАН (Москва) 
Н. Н. rYPOBA (Московская обл.) 

ОРГАНИЗАЦИЯ ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНОГО 
ПОВТОРЕНИЯ МАТЕРИАЛА ГЕОМЕТРИИ 
В ХКЛАССЕ 

На заключительное повторение геометрии в 
Х классе отводится 17 ч. Большая ответствен­
ность за эти уроки ложится на учитеJIЯ. Неза-
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Как известно, изучение математики в VI и 
IX классах всегда было трудным для учащих­
ся. Это связано с тем, что обучение в указан­
ных классах проводится на более высоком 
уровне по сравнению с предыдущими класса­
ми и переход оказывается слишком резю1:v1. 
Проблема преемственности между курсами 
восьмилетней и средней школы не решена в 
должной мере и в новых учебниках матема­
тики. В этой связи следует особо отыетить 
такой серьезный недостаток в работе часта 
учителей, как отсутствие систематического по­
вторения. В ряде случаев содержание ypor:a 
требовало обращения к пройденному ранее, но 
учитель или совсем обходил эти вопросы, ИJIИ 
ограничивался краткой ссылкой на них. 

Обсудив итоги проверки знаний и умений 
учащихся девятых KJiaccoв по математике, 
коллегия Министерства проспещения СССР 
отметила, что состояние преподавания по но­
вой программе и учебным пособиям и качество 
знаний учащихся девятых классов в основном 
удовлетворительны. Все учителя, с работой 
которых знакомилась бригада, добросовестно 
относятся к своему делу, однако обнаружен­
ные при проверке недостатки указывают на 
необходимость серьезной и кропотливой ра­
боты по дальнейшему совершенствованию ые­
тодики преподавания предмета. 

. Посещение уроков и анализ ошибок уча­
щихся приводят к мысJIИ о том, что основ­
ным звеном в решении задачи освоения новой 
программы является повышение квалифика­
ции учителя, его математической и мето;ш­
ческой подготовки. Поэтому основной задачей 
органов народного образования, методистов, 
администрации школ следует считать выяв.1е­
ние трудностей в работе учителя математики и 
организацию конкретной. действенной и свое­
временной помощи ему. Одной из форм такой 
помощи может служить обобщение и распро­
странение опыта тех учителей, которые на­
шли эффективные методы изложения нового 
для школы материала. 

висимо от того, будет ли ученик сдавать эк­
замен по геометрии в Х классе или нет, будет 
ли он поступать в вуз или пойдет на работу, 
его знания необходимо привести в систему, по­
вторив наиболее важные вопросы курса. 

В данной статье приведена разработка 1 5  
уроков заключите.пыюго повторения, в том 
числе 2 контрольные работы. Последние 2 уро­
ка из семнадцати мы оставили как резерв 
времени учителя; на них можно продолжить 



решение задач на комбинацию многогранни­
ков и фигур вращения и по усмотрению учи­
теля доработать те вопросы, которые он счи­
тает нужным. Необходимо отметить, что ре­
зультативность заключительного повторения 
во многом зависит от того, как проводилось 
систематическое повторение в течение всего 
учебного года. Мы приводим лишь один из 
возможных вариантов заключительного повто­
рения. Учитель может его использовать ча­
стично или вообще взять свой вариант повто­
·рения с учетом конкретного коллектива клас­
са, однако в любом случае это должно быть 
сочетанием повторения теории с решением 
задач. 

Структура уроков повторения различна. На 
некоторых уроках учителем проводится об­
зорная лекция: 1) Логическое строение гео­
метрии; 2) Прямые и плоскости в простран­
стве. Параллельность; 3) Отображения. 

Урок 55 в статье приведен полностью, 
включая лекцию учителя и решение задачи 
с обоснованием. Для остальных лекций мы 
указали те вопросы и замечания, которые же­
лательно в них отразить. Естественно, что ма­
териал лекции должен иллюстрироваться име­
ющимися таблицами, моделями, кадрами из 
диафильмов и кинофильмов и т. д. Все необ­
ходимые рисунки и записи к лекции должны 
быть заранее заготовJ1ены на доске, В эти же 
уроки можно включить и доказательство от­
дельных предложений учащимися; чертежи и 
записи к ним тоже полезно заготовить зара­
нее. 

Можно рекомендовать отдельные наиболее 
трудные теоремы, например теорему об объ­
еме пирамиды, рассказать самому учителю 
или поручить наиболее сильному ученику, 
предварительно прослушав его доказатель­
ство. Это важно: у учащихся будет образец 
хорошего четкого рассказа. Тему «Двугранные 
углы» тоже лучше рассказать самому учите­
лю, так как она рассматривалась в конце 
IX класса и теория этого вопроса была уча­
щимися усвоена недостаточно четко. 

Для того чтобы повторение было эффектив­
ным, к каждому уроку составлены вопросы и 
темы сообщений, которые должны подготовить 
ученики. Это поможет учащимся правильно 
организовать работу по повторению. Все эти 
материалы следует вывесить на стенде в клас­
се еще в 1 1 1  четверти для ознакомления с ни­
ми учащихся. Большинство вопросов взято из 
учебного пособия «Геометрия l 0» из разде­
ла «Вопросы для повторения» (с. 69-72). Да­
вая тему небольшого сообщения для учащих­
ся, мы фактически указываем· и план ее рас­
крытия. В нgкnторых темах имеется несколько 

теорем, но доказательство требуется только 
для тех, которые в плане подчеркнуты; они 
же являются первым заданием одного из эк­
заменационных билетов. В домашнем задании 
указывается: «Подготовиться к уроку 55»; это 
означает подготовить вопросы, прив.еденные к 
этому уроку в плане, а для подчеркнутой тео­
ремы подготовить и доказательство. Раскры­
вая тему, ученик остальные теоремы должен 
только сформулировать, но, учитывая, что 
часть учащихся будет поступать в вуз, надо 
разъяснить им, что для вступительных экза­
менов в вуз доказательство этих теорем надо 
знать. 

Устные упражнения в большинстве случаев 
проводятся во время подготовки учащихся к 
ответу. Они включают как вопросы, данные 
для подготовки к уроку, так и другие, необ­
ходимые для углубления материала темы, ре­
шения задач и т. д. 

На каждом уроке решаются задачи. Зада­
чи, предложенные для решения в классе, даны 
в основном не из учебного пособия. Краткая 
запись условия задачи должна быть заранее 
заготовлена на доске, и по этой записи учи­
тель расскажет ее содержание учащимся. Ре­
шение этих задач проводится с использовани­
ем готовых рисунков тех фигур, которые да­
ются в задаче. Нет необходимости каждый 
раз делать полный рисунок при решении за­
дач на комбинацию многогранников и фигур 
вращения; можно показать соответствующие 
кадры из диафильмов «Изображение круг­
лых тел» (автор И. Вейцман) , «Изображение 
геометрических тел» (авторы В. Семаков и 
Г. Левитас) или готовые таблицы; для реше­
ния же достаточно ограничиться планиметри­
ческим рисунком, на котором содержатся дан­
ные и искомые элементы задачи. В некоторых 
случаях можно обойтись и совсем без черте­
жа. Отдельные задачи следует решать с пол­
ным письменным обоснованием, записывая 
его по возможности кратко (учащиеся могут 
написать название теоремы, если оно имеется, 
краткую формулировку ее .или ее номер, если 
они его помнят) . Часть задач можно решать с 
устными обоснованиями, а иногда составить 
только план их решения. 

Полезно в течение всего учебного года, а 
во время заключительного повторения особен­
но, помещать на стенде образцы оформления 
решения задач на вычисление, доказатель­
ство, построение, а также и решение задач, 
предлагаемых в качестве необязательных (в 
статье эти задания обозначены н. з.) .  

В статье приведены 4 таблицы, которые 
удобно использовать при повторении материа-



ла и для самоподготовки учащихся; их тоже 
следует поместить на стенде вместе с вопро­
сами для повторения. 

последней графе этой таблицы указаны име­
ющиеся по темам диафильмы и кинофильмы: 
естественно, эту rрафу таблицы на стенде по­
мещать не надо) . 

54 

55 

56 

57 

59 

60 

62 
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Приводим примерный план повторения (в 

Прнмер"ы� пnан повтор�ння 

Вопрос1>1 и темы cooбµieiшl! 

2 

1 .  Схема построения курса геометрии 
2. Вопросы 1-8 из Г-10, с.  69 

3. Плоскость, касательная к сфере: опр,еделение, 
признак 

1. Вопросы 37, 40, 38 ( 1 )  из Г-10, с. 70 
2. Параллельные прямые: определение, доказательство 

существования, п ризнаки· 
· 

3. Теорема от трех параллельных прямых. Транзитив­
н ость параллельности ·прямых. Связка параллель­
ных. Пара·ллельное проектирование  и его с в ойства 

4. Скрещивающиеся прямые: определение, доказатель­
ство существования, п ризнак 

.:>. Прямая и плоскость параллельные: определение, 
доказ11тельство существования, признак 

1. Параллельные плоскости: определение, доказатель­
ство существования, цризнак (теорема 6). Сформу-
лировать другие признак и  

2. Вопрос 3 4  и з  Г-10, с. 70 
3. Задача о проведении параллельных плоскостей че-

рез две скрещивающиеся прямые 
1. Вопросы 9-33 из Г-10, с. 69, 70 

2. Правило параллелепипеда. Теорема о разложении 
вектора по трем некомпланарным в екторам 

Истqчни к 

3 

§ 1 
Г-9, с. 1 1 3, 1 1 4; 
Г-10, с. 9 1 -92 

§ 64 

Г: 10. с.  96, 97 

§ 8 , 12 

§ 6 

§ 7 

§ 10, 33 

§ 1 1  

§ 14-27 ,  
з1 . 32 , 46 

§ 23 

3. Теорема о двух выпуклых углах с соответственно § 24 
сонаправленными сторонами: угол между направ-
лениями; угол между двумя ненулевыми векторами 

1. Прямая и шюскость перпендикулярные: определе­
ние, признак, следствия 

2. Задача () проведении через данную точку перпен­
дикуляра к данной плоскосп:1. Ед1щстве111Jость ре-
шения 

3. Вопрос 48 из Г-10, с. 71 
1 .  Теорема о двух Перпендикулярах к плоскости. 

Обратная теорема 
2. Ортогональное проектирование на плоскость 
3. Теорема о трех перттендикуляра х  
1 .  Угол между наклонноll и плоскостью: доказатель­

ство существования  угла с наименьшей величиной 
между наклонной к плоскости lf прямыми плоскости; 

определение угла между наклонной и плоскостью 
2. Двугранный угол: опредедение, элементы двугран­

ного угла; линейный угол, его  определение и с вой­
ства: измерение двугранного угла 

· · 
3. Плос1<ости перпендикулярные: оп'ределение, признак, 

обратная теорема 
4. Вопросы 45 (4), 46 (4) и 49 из Г-10, с. 71 
1. Вопросы 55-59, 62 из Г-10, с.  71 
2. Призма: определение, до�аз11тельство существова-

ния, виды призм · · · 

§ 28 

§ 29 

§ 30 

§ 30 
§ 36 
§ 37 

§ 38 

§ 39 

§ 47, 54 
§ 48 

Таблицы, диафильмы! кинофильмы 

Табл. 1; д/ф « Параллельность пря­
мых и плоскостей в пространстве» 
(а втор А. Михайловская); д/ф 
«Проекции и построение п рост­
ранственных фигур», кадры 6-9 
(автор И. Вейцман); к/ф «Стерео­
метрия», раздел 2 (автор А. По­
зак) 

То же, что на уроке 55 

То же, что на уроке 55, и табл. 2 

К/ф «Стереометрия», раздел 2 
(автор А. Позак) 

То же, что на уроке 58 

То же, что и на уроке 58, и табл. 3 

Кинофрагмент «Призма» 
Д/ф «Правильные м н огогранники» 

(автор И. Вейцман) 



Продолжение 

2 3 4 

3. Параллелепипед: определ ение, т еорема о свойстве § 49 
середины его диагонали, следствия 

4. Прямоугольный параллелепипед: определение, тео- § 49 

63 
рема о свойстве квадрата длины его диагонали 

1. Вопросы 79-81 из Г-10, с. 72 
2. Объем прямой призмы 
3. Объем цилиндра 

64 1 .  Объем наклонной п ризмы 
2. Вопросы 76, 77 (1) из Г-10,  с .  72 

§ 55, 65 
§ 56 

65 1 .  Пирамида: определение, доказательство ее суще­
ствования, прав1:1льная пирамида 

§ 65 
§ 57 
§ 5 1  
§ 52 

§ 53 

Кинофрагмент « Пирамида� (автор 
А. Пышкало), табл. 3 

2. Теорема о сечен ии пирамиды п л оскостью, парал-
лельной ее основанию; усеченная пирамида; пра­
вильная усеченная пирамида 

§ 58 
§ 50 
§ 6 1  

3. Объем пирамиды 
-!. ПJ1ощадъ ортогональной проекции 

Е6 1 .  Конус: определение; сечение конуса плоскостью. Площадь боковой поверхности конуса 
2. Объем к онуса § 67 Табл. 4, кинофраrмент «Конуо 

(автор А. Пышкало), д/ф « Поверх­
ность круглых тел», кадры 19-23, 
31 (автор И. Вейцман) 

67 1. Сфера и шар: определения; уравнение сферы и ее 
площадь. Объем шара 

§ 62 Д/ф « Поверхность круглых тел»,  
кадрь1 35, 36, 37 (автор И. Вейц­
ман) 2. Теорема о пересечении сферы и плоскости 

3. Вопросы 35, 36, 83 ( 1 )  из Г-10, с. 70, 72 

Урок 54 
Т е м  а. Логическое строение геометрии 

П л а н  у р о к а  

1. Беседа учителя о логическом строении 
геометрии. 

2. Доказательство теоремы 37 (двумя rча­
щимися). 

3. Решение задачи. 
1. Содержание беседы может определяться 

следующей системоИ вопросов и замечаний. 
1) Геометрия представляет собой множест­

во предложений, выражающих свойства от­
ношений, в которых могут находиться � про­
странстве различные фигуры, и предложений, 
описывающих свойства этих фигур. В п�ани­
метрии эти вопросы рассматривались на под­
множестве пространства - плоскости. Фигура 
в геометрии определяется как множество то­
чек. 

2) Геометрическая теория пространства 
строится аксиоматически. Привести схему ло­
гического строения геометрии, данную в § 1 .  

3) Отдельные теоремы в школьном курсе 
опускаются или не доказываются из-за их 
сложности, а некоторые отнесены в раздел 
«Решение задач». Необходимо понимать, · что 
аксиома - это исходное предложение, а тео­
рема - выводимое. 

§ 63 
§ 42, 43, 45 

4) Раскрыть 4 пункта схемы логического 
строения курса геометрии на конкретных при­
мерах. · · 5) Подробнее остановиться на составе тео­
ремы и видах · теорем: nрямой и обратной и им 
противоположных. 

· 2. · в  процессе доказательства теоремы о 
плоскости, касательной к шару (теорема 37), 
повторить понятие необходимого и достаточ­
ного условия. 

3. Решить задачу N'o 347 из r� lO. 
ОбосноЕав положение центра шара, вписан­

ного в пирамиду, решение задачи провести по 
рисунку nрямоугольного треугольника, сторо­
нами которого являют�я высота пирамиды, ее 
апофема и радиус окружности, вписанной в 
основание пирамиды. 

Н а  Д о м : подготовиться к уроку 55; Г- 10, 
№ 368; н. з.  № 348. 

Урок 55 
Т е м  а.  Прямые и плоскости в пространстве. 

Параллельность 

П л а н  у р о к а  

1 .  Лекция учителя по указанной теме. В про­
цессе лекции привлекаются учащиеся для 
доказательства наиболее важных теорем. 

2. Решение задачи. 
1 .  Конспект лекции учителя. На прошлом 
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уроке мы рассмотрели свойства основных по­
нятий, среди которых были прямая и пло­
скость. Сегодня рассмотрим взаимное распо­
ложение прямых и плоскостей в пространстве 
с помощью схемы, приведенной в табл. 1. 

t:gщecm6yn­
f/AOC/(OGl11ь l' 
/1!f1JtDЯ,l/ll!IJ авт li '"'Г 

ВэаимtЮе расnоложение nр.ямь:х н МОСКQСТей 

1/еt:{!щест-6!1ет плос­мстq r tnQKOll, lfПJO 
ич: " h E  

Таблица 1 

� 
��� 

В вей проведена классификация в зависимости 
от того, каким является пересечение каждой 
пары фигур. В трех рассмотренных . случаях 
вы видите полную аналогию. Правда, множе­
ство пар прямых, пересечение которых пусто, 
разбивается на два подмножества в зависимо­
сти от того, существует или не существует 
плоскость, которой принадлежат обе прямые; 
в двух других случаях этого нет. 

Для всех трех пар одинаково определяются 
две пересекающиеся фигуры (две прямые а 
и Ь, прямая а и плоскость а, две плоскости 
а и JЗ); сформулируйте определение пересека­
ющихся фигур для каждого случая. 

Обратите внимание, что определение парал­
лельных фигур для данных пар состоит из 
двух частей ;  сформулируйте их. 

Таким образом, если взять две пары а, а 
и а, JЗ, то имеется только два случая их вза­
имного расположения, а для двух прямых -
три, так как существуют еще скрещивающиеся 
прямые; дайте их определение. Существование 
каждого случая взаимного расположения дан­
ных фигур в геометрии аксиоматизируется 
или доказывается. Например, для пары а, а 
существование прямой, лежащей в плоскости, 
аксиоматизируется (аксиома 3 из § 2, сформу­
лировать ее), а два других случая доказы­
ваются (задачи из § 2 и 7) . Существование 
параллельных пар данных фигур уже видно 
из самого существования этих фигур, так как 
в определение параллельности входит случай, 
когда пересечением фигур является одна из 
этих фигур. Однако особый интерес представ­
ляет вторая часть определения, т. е. когда пе­
ресечение этих фигур пусто. Для этого случая 
существование параллельных прямых доказы­
вается с помощью теоремы о центрально-сим­
метричных прямых; для прямой и плоскости 
это теорема 2 (сформулировать ее), а для пло-
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скостей - теорема 6 (сформулировать ее) . 
Каждая из Э11ИХ теорем является признаком, 
с помощью которого можно установить, па­
раллельны ли данные фигуры. Заслушаем до­
казательство признака параллельности пря­
мой и плоскости (делает ученик по заранее 
заготовленным записям). Конечно, имеются и 
другие признаки параллельности пар этих фи­
гур; вспомните · их (говорят учащиеся). 

Важным вопросом отношения параллельно­
сти является вопрос единственности, т. е. во­
прос о том, сколько прямых (плоскостей) мож­
но провести через заданную точку параллель­
но данной прямой (плоскости), не содержа­
щей эту точку. Для прямых этот вопрос решен 
аксиомой параллельности; сформулируйте ее. 
Вы знаете, что эта аксиома принята в евкли­
довой геометрии, которую мы изучаем. Если 
ее заменить другой, например: «Через точку 
С, не лежащую на прямой АВ, в плоскости 
АВС проходит бесконечное множество пря­
мых, не пересекающихся с (АВ) », а осталь­
ные аксиомы сохранить, то получим другую 
геометрию - геометрию Лобачевского. 

Отношение параллельности прямых, а так­
же плоскостей обладает свойствами рефлек­
сивности, симметричности и транзитивности. 
Вот запись этих свойств (написать на доске 
заранее): 

1) a ll a ;  2) (a ll b)  * (b ll a); 
3) (a ll b и b ll c) * (a/lc). 

1 )  al la; 2) (a !J f)) * (/3 1 1а) ;  
3) (а/! /) и JЗ /ly) * (al!y). 

Рефлексивность и симметричность отношения 
параллельности рассматриваемых фигур сле­
дует из самого определения их параллельно­
сти; свойство транзитивности доказывается. 

Для прямых, а также и для плоскостей до­
казывается теорема о трех параллельных:  

(a l l b и с !I Ь) * (al lc). 
(a l! JЗ и y l/ j)) * (al ly). 

Так как для них справедливо свойство сим­
метричности, то следствием этих теорем и яв­
ляется транзитивность их параллельности. По­
слушаем доказательство теоремы о трех па­
раллельных прямых (теорему 5 доказывает 
ученик). То обстоятельство, что отношение па­
раллельности для прямых обладает тремя 
указанными свойствами, позволило ввести по­
нятие связки пар.аллельных. С помощью этого 
понятия мы ввели параллельное проектирова­
ние, которое используем при изображении фи­
гур. 

2. Решение задачи. 
В правилыюй пирамиде PABCD I AP I = l, 

I AD I  = а. Через середину ребра РС проведена 
плоек.ость а, параллельная [АР] и [В D] . Н ай-



дите площадь сечения пирамиды пло-
скостью а. 

Д а н  о :  PABCD - п равильная пирамида 
(рис. ! ) ,  / AP l = l, al l [BD) , a!l [AP] , IADJ = 
= а, к Е [РС] , I PK \ = 1 кс1 .  К Е а. 

Н а й  т и: Sсеч. 
р р 

Рис. 1 Рис. 2 

Р е ш е н и е1 •  Строим [КО]; 

[КО} n [АР} , 1ко1=-} IАР\= + 
(свойство средней линии !::. АРС ); 

( [KOJ /l [APJ и [KO]c(KBD))=> ((KBD)НAP]) 
(т. 2); ([ BD] с (К BD)) => (( К BD) jj [BD j )  (по 
определению прямой, параллельной плоскости); 
(К BD) = а., !::. В К D - сечение; IBDI = а V2; 

1 1 v-sвко = т · 2 al 2 .  
-.12 О т в е т: -4- al.  

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче: 

1 )  Докажите, что (РО) и (KD) - скрещива­
ющиеся. 

2) Назовите еще пары скрещивающихся 
прямых. 

3) Назовите какую.нибудь точку, относи­
тельно которой (АР) и (ОК) центрально-сим­
метричны. 

4*) Назовите пары пирамид, которые име­
ют равные объемы;  сделайте необходимые обо­
снования (при затруднении можно провести 
[КЕ] ..L [ОС] ) .  

5*) Как доказать, что точки Р и С р авно­
удалены от (BKD) ? 

Н а д о м: подготовиться к уроку 56; Г - 1  О, 
No 3 1 5, № 300 (только построение) ; н .  з. 
№ 3 12. 

Урок 56 
Т е м  а .  Параллельные плоскости 

l .  Доказательство учащимися теоремы 6 и 
решение задачи о проведении параллельных 

1 На доске и в тетрадях удобно решение оформить 
в две колонки: слева решение, справа обоснование. 

плоскостей через две скрещивающиеся пря­
мые (§  1 1 ) .  

2. Устные упражнения (во время подготов­
ки учащихся к ответу) : 

l )  Точка  D лежит вне плоскости, проходя­
щей через точ ки А, В и С. Может ли четы· 
рехугольник ABCD быть трапецией? 

2) Приведите несколько способов доказа-
тельства параллельности п ротиволежащих 
граней параллелепипеда. 

3) Могут ли пересекаться плоскости, парал­
лельные одной н той же прямой? 

4)  Как н айти р асстояние между параллель­
ными плоскостями; может ли оно равняться О? 

3. Решение задачи (после заслушивания от­
ветов учащихся) .  

В основании пирамиды PABCD ромб 
ABCD; I A C I  =d ( рис. 2 ) . Через середину реб­
ра АР - точку Р1 проведены в гранях, содер­
жащих это ребро, [Р 1В1 ]  11 [РВ] и [P1D1 ] 1 1 [PD] . 
Площадь сечения пирамиды плоскостью 
B1P1D1  равна Q. Найдите объе.м пирамиды. 

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче: 

l) Какие из известных вам преобразований 
отображают (P1D 1B 1 )  на (PDB ) ?  

2 )  Чему равно расстояние между этими пло­
скостями? 

3 )  Чему равен объем усеченной пирамиды 
PiD1B1PDB, если объем данной пирамиды ра­
вен 2? 

Н а  д о м : подготовиться к уроку 57; Г- 1 0, 
№ 342 ( решить с обоснован.иями на  отдельных 
листках) ;  н. з .  № 304. 

Урок 57 
Т е м  а .  Преобразования пространства. 

Векторы 
l .  Беседа учителя об отображениях. 
Содержание беседы может быть определено 

следующей системой вопросов и замечаний. 
1 )  В курсе математики большую роль игра­

ют отобр ажения. В алгебре область определе­
ния и множество значений отобр ажений есть 
некоторые подмножества множества действи­
тельных чисел. В геометрии рассматриваются 
отобр ажения, об.пасть определения и множе­
ство значений которых есть множество гео­
метрических фигур. Р ассматриваются здесь 
и другие отобр ажения, где область опреде­
ления - м ножество геометрических фигур, а 
множество значений - множество неотрица­
тельных чисел (при рассмотрении вопросов 
измерения геометрических величин: длин, пло­
щадей, объемов ) . 

2) По табл. 2 учитель может повrорить по­
следовательность подмножеств отображений, 

1 ].  



о:rоБРАЖЕНИЯ 

Отоtfрожсние qшгурь1 Ф 8rрцгуру (), f, 

!lmoQ/J11Жclflш qщгуры Ф на qшгyдf/r/!r fz 

IJтоЩ;ожснцс пространстdи но f/JUc!!/J!JФ· fj 

Отоtfражснш1 ЛPOCfl/JllHcm/Jo Htl cetft? - - fч 

Таблица 2 

которые изучались в школе, с иллюстрацией 
на конкретных примерах. Здесь же можно 
вспомнить определение конгруэнтных и подоб­
ных фигур; подчеркнуть, что эти два отноше­
ния обладают свойствами рефлексивности, 
симметричности и транзитивности (по заранее 
заготовленным записям) .  

3) Рассмотреть виды перемещений по пла­
ну: определение, способы задания, основные 
свойства, построение образа точки. Провести 
классификацию их по числу точек, отобража­
ющихся на себя. 

4) В вести понятие тождественного отобра­
жешrя.  

5) Более подробно рассмотреть вектор, его 
характеристическое свойство. Вспомнить, что 
векторами удобно пользоваться для решения 
задач геометрии, касающихся расположения 
двух прям ых, принадлежности трех точек од­
ной прямой, отношения длин параллельных от­
резков. В процессе решения таких задач ис­
пользуются операции сложения и вычитания 
векторов, умножения вектора на число. 

Операция скалярного умножения позволяет 
решать метрические задачи: вычислять рас­
стояния, величины углов, находить метриче­
ские соотношения между угловыми элемента­
ми м ногоугольников, отыскивать разюiчные 
множества точек и т. д. Все это кон_кретно 
поr<азать при выполнении устных упражнений, 

1 8  

при решении задачи и рассмотрении дополни­
тельных вопросов к ней. 

2. Устные упражнения (по готовому риеунку 
четырехугольной пирамиды PABCD). � 

1) Представьте вектор DC в виде: а) раз­
ности векторов различными способами; б)  в 
виде сум мы четырех ненулевых векторов. 

-� - -+-
2) Чему равна сумма векторов АК и КС 

(К Е [А С] ) ?  Как называются такие векторы? 
Каким правилом вы пользовались при их 
сложении? 

3) Назовите признак коллинеарности двух 
ненулевых векторов; иллюстрируйте на рисун­
ке. 

4) Перечислите законы умножения вектора 
на число. 

3. Решение задачи. 
Д а  н о: DAB C  - правильный тетраэдр, К и 

Р - середины двух скрещивающихся ребер. 
Д о  к а з а т ь: 1) (КР) - ось симметрии тет­

раэдра. 2) Любая плоскость, содержащая 
(КР), - делит тетраэдр на две части, имеющие 
равные объемы. 

Д о  к а з  а т  е л ь  с т  в о: 1) Достаточно пока­
зать, что (К P)_L [ABJ и (К P)_L[DC) (рис. 3). - -?- --э- -4 
Введем векторы AD, АС и АВ ; длина их 
одинакова , обозначим ее через а. РаЗJiожим 

-� ----> 
векторы DC и КР по этим векторам. 

Рис. 3 -.-..+- -� -4 

А 
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Ри.с. 4 
в 

DC = АС - AD (формула вычитания); 

-� 1 -� -� 1 -� -к Р = -2 АВ + AD + Т DC -:-

1 -->- - 1 -� 1 �  = - т AB + AD + 2 AC - 2 AD = 

1 -� -4 -� 
= 2 (AD + АС - АВ) (по правилу много-

угольника) . 
Найдем скалярные произведения векторов 

с 



_-..i. _ _.,. 
К Р и АВ, КР и DC (используя определенr:е 
скалярного пронз�:едения векторов и его за­
коны): _---;.. -- 1 _ _ _,.  -- _ -). ---? 

КР . АВ = y( AD + АС - А В) · АВ = 
1 ___,. __. � -� 

= т  (AD·A B +AC . А В  - АВ2) = = � (а2 cos 60° + а2 cos 60° - а2) = О, --4- _ ___,. 1 --+ -- - -- -....;.. -� 
KP· DC = т (AD + АС - АВ) · (AC - AD)= 

1 _---;.. - � - ---;.. 
= 2 (A D · AC - A D2 + АС2 - AC · AD -

- АВ · АС + AB · AD) = 
1 = 2- ( - а2 + а2 - а2 cos 60° + а2 cos 60 °) = О. 

Следовательно, (KP) _l_ [A B] , (KP)_l_ [DC] и 
(КР) - ось симметрии тетраэдра. 

2)  Пусть ( КР) с а, s(KP) (a) =а (свойство 
осевой симметрии ) . 

Плоскость а разбивает тетраэдр на 2 фигу­
ры Ф 1  и Ф2; 

Ф1 ::::::: Ф2 (свойство осевой симметрии) ; 
V (Ф1 )  = V (Ф2) (свойство объемов ) .  

Дополнительные вопросы по решенной задаче: 
1 )  Имеет ли правильный тетраэдр плос­

кость симметрии? Ответ обосновать. 
2) Назовите преобразование пространства,  

отображающее данный тетраэдр на тетраэдр, 
объем которого в 27 раз меньше. 

Н а  д о м : подготовиться к уроку 58; Г- 1 0, 
№ 3 1 3  (составить план обоснования ) ;  н. з .  
«Доказать, что оси симметрии правильного 
тетраэдра пересекаются в одной точке и их 
отрезки внутри тетраэдр а делятся ею попо­
лам». 

. У к а з  а н и е. Достаточно показать это для 
двух осей, например для (КР) и (MN) , и по­
казать идею дальнейшего доказательства 
(рис. 3). 

Р е ш е н и е. ( KN) ll [МР] и I KN l = I MP I 
(свойство средней линии треугольников ADC, 
АВС и транзитивность параллельности и ра­
венства ) ;  

KNPM - параллелограмм (призна к парал-
лелограмма) ; · 

I KO l = I OP j , I MO l = I ON I  (свойство па­
раллелограмма) . 

Урок 58 
Т е м  а. Перпендикулярность в пространстве 

l. Вступление учитеJ1Я. При рассмотрении 
различных случаев взаимного расположения 
_прямых и плоскостей в пространстве мы обра­
тили внимание на  то, что определения пере­
секающихся пар фигур даются аналогично. Из 
множества этих пар выделим такие, в кота-

рых фигуры перпендикулярны: a_l_b, a_l_a, 
a_.l_f3. Вопрос перпендикулярности в геомет­
рии очень важен. Вы знаете, что отрезок пер­
пе�:дикуляра,  проведенного через точку к пря­
мои (к плоскости ) ,  имеет наименьшую длину 
из всех отрезков, соединяющих данную точку 
с точками прямой (плоскости) ,  это и позволи­
ло определить понятие р асстояния от точки 
до прямой (до плоскости) .  Р асстояние между 
параллельными прямыми ( плоскостями)  есть 
длина отрезка, перпендикулярного к ним. Так 
же определяем и расстояние между скрещи­
вающимися прямьiми. Большую роль играет 
перпендикуляр при нахождении площадей и 
объемов различ ных фигур (высота )  и в целом 
ряде других вопросов. 

Вы помните, что изложение вопросов пер­
пендикулярности опирается на понятия век­
торной алгебры, в частности на скалярное 
произведение векторов. На этом уроке мы 
рассмотрим перпендикулярность прямой и 
плоскости и вспомним, как оно применяется. 

Каждый раз, вводя определение какого-.пи­
бо  понятия, мы показываем, что это понятие 
существует. Докажем, что перпендикулярные 
прямая и плоскость существуют, и вспомним, 
как через точку провести перпендикуляр к 
плоскости. (Вызвать для ответа двух учени­
ков . )  

2. Устные упражнения ( во время подготов­
ки учащихся к ответу) : 

1 )  Р асскажите, как через точку в про­
странстве провести три взаимно перпендику­
.пярные прямые. 

2) Н а йдите множество точек пространства,  
равноудаленных от трех данных точек, не ле­
жащих на одной прямой. 

3 )  Найдите множество точек пространства,  
равноудаленных от трех сторон треугольника. 

4 )  Каково взаимное расположение прямой 
и плоскости, перпендикулярных к одной и 
той же прямой? 

3. Решение задачи (после заслушивания от­
ветов учащихся) .  В тетраэдре DABC (рис. 4 )  
[DA ] _l_ [ВС] ,  I DA l = b, I BC l = a. Расстояния 
от точки А до (DB C) и от точки D до (АВС) 
равны. 

�
Найдите объем пирамиды, если дву­

гранныи угол при ребре ВС равен а. 
Дополнительные вопросы по решенной за­

даче: 
1 )  Каков угол между прямыми АР и ВС? 
2)  Чему р авно скалярное произведение век-

--;. ___,. 
торов OD и А С? 

3) Какая фигура является ортогональной 
проекцией боковой поверхности пирамиды на  
плоскость АВС; (BDC) ? 

Н а д о  м :  подготовиться к уроку 59; Г- 1 О, 
№ 1 70; н. 3. № 1 89. 
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Урок 59 
Т е м  а. Перпендикулярность в пространстве 

(продолжение) 
1 .  Доказательство учащимися теорем 15 и 

2 1 .  
2. Устные упражнения (во время подготовки 

учащихся к ответу, по готовому рисунку куба 
A B CDA 1B 1C1D 1 ) :  

1 )  Докажите, что диагонаJIЬ куба перпенди­
кулярна любой диагонали грани куба, не пе­
ресекающей ее. 

2)  Докажите, что [A 1 C] ..L (AB1D1 ) .  
3 )  Расскажите, как можно провести перпен ­

дикуляр к (BDC1 ) .  
4) Что является ортогональной проекцией 

четырехугольника A 1B 1CD на каждую из пло­
скостей граней куба? 

3. Решение задачи (после заслушивания от­
ветов учащихся) .  

В основании пирамиды PABCD ромб ABCD 
( рис. 5) . Высота ее проходит через точку пе­
ресечения его диагоналей и образует с ребром 
РА угол а, а с ребром РВ угол �- Найдите 
угол между плосr�остями РАВ и АВС. 

р р 

в 

с 

Рис. 5 Рис. 6 

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче: 

1 )  Расскажите, как построить проекцию 
[РО] на  (АРВ). 

2) Назовите угол между высотой пирамиды 
и плоскостью грани А РВ. 

3)  В данную пирамиду вписан конус. Назо· 
вите р адиус его основания. 

Н а д о  м: подготовиться к уроку 60; Г-1 О, 
№ 363; н .  з. № 359. 

Урок 60 
Т е м  а. Перпендикулярные плоскости 

1. Рассказ учителя о двугранных углах и их 
измерении с использованием готовых рисунков 
и записей (в основу положить содержание 
§ 38) . 
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2. Доказательство учащимися теоремы 22 и 
существования угла с наименьшей величиной 
между наклонной к плоскости и прямыми пло­
скости. 

3. Устные упражнения (во время подготов­
ки учащихся к ответу) : 

1 )  Прямая пересекает плоскость. Р асскажи­
те, как п ровести через эту прямую плоскость, 
перпендикулярную данной плоскости. Сколько 
решений имеет задача? 

2)  Прямая параллельна плоскости. Расска­
жите, как через эту прямую провести пло­
скость, перпендикулярную данной плоскости. 
Сколько решений имеет задача? 

4. Решение задачи (после заслушивания 
ответов учащихся) . 

В основании пирамиды треугольник со сто­
ронами 13, 1 4  и 15. Боковое ребро, противоле­
жащее средней по величине стороне основания, 
перпендикулярно основанию и образует с бо­
ковой гранью, проходящей через эту сторону, 
угол 45° (рис. 6) . Найдите: а )  объем пирами­
ды; б )  расстояние от основания ее высоты до 
боковой грани, не содержащей этой высоты. 

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче: 

1 )  Н азовите не менее четырех пар взаимно 
перпендикулярных плоскостей. 

2) На примере каких-либо двух взаимно 
перпендикулярных плоскостей в данной зада­
че покажите все возможные случаи взаимного 

в расположения двух прямых, одна из которых 
лежит в одной плоскости, а другая - в другой. 

3) Чему равна величина двугранного угла 
ВС? 

Подводя итог повторенного м атериала о па­
р аллельности и перпендикулярности в про­
странстве, полезно указать на  их связь. В не· 
которых случаях параллельность одних эле­
ментов влечет за собой перпендикулярность 
других и обратно, из перпендикулярности од· 
них можно сделать заключение о параллель­
ности других. Этот ф а кт доказывается в не­
которых теоремах; вспомнить, какие это тео­
ремы (теоремы 15, 1 6, 19). 

П ровести упражнения н а  проверку истин· 
ности высказываний. 

Истинны JIН высказывания :  
1) Если две прямые (плоскости) перпенди­

кулярны к одной и той же плоскости, то они 
параллельны. 

2) Если две прямые "(плоскости) перпенди­
кулярны к одной и той же прямой, то они па­
р аллельны. 

3) Если прямая и плоскость перпендикуляр­
ны к одной и той же прямой (плоскости) ,  то 
они параллельны. 



Н а  д о м : Г- 10, № 342; проверить умение ре­
шить некоторые задг.чи по табл. 3; н .  з. 
№ 34 1 .  

Урок 6 1  
Контрольная работа № 7 

I в а р и а н т 
1 )  В правильной четырехуголыюй пирамиде 

расстояние от центра основания до боковой 
грани равно Ь, угол .между высотой пирамиды 
и боковой гранью 13. Найдите: 

а) площадь полной поверхности конуса, 
вписанного в пира.лшду; 

б) отношение объема конуса к объему пира­
Аtиды. 

2 )  Н. з. На рисунке к задаче постройте об­
щий перпендикуляр ребра основания пиралш-

3. Решение задачи (после заслушивания от­
вета ученика ) .  

В основании призмы АВСА1В1 С1 (рис. 7 )  
лежит правильный треугольник с о  стороной а, 
боковое ребро равно Ь и составляет равные 
углы со с.межными сторонами основания, пло­
щадь грани СС1В 1В равна Q. Найдите пло­
щадь сечения, проведенного через [АА 1 ]  и вы­
соту основания призмы, если [ АА1 ] составляет 
с плоскостью основания угол в 45°, 

в 
ды и образующей конуса, расположенной в А 
противолежащей грани. 

11 в а р и а н т  
1 )  В правильной треугольной пирамиде рас­

стояние от центра основания до боковой гра­
ни равно Ь. Угол между высотой пирамиды и 
боковой гранью а. Найдите: 

а) площадь полной поверхности конуса, 
вписанного в пирамиду. 

б) отношение об'Оема пирамиды к объему 
конуса. 

2) Н. з. На рисунке к задаче постройте об­
щий перпендикуляр бокового ребра и противо­
лежащего ребра основания. 

Н а д о м: подготовиться к уроку 62; поме­
няться вариантами. 

Урок 61 
Т е м  а. Многогранники. Призма 

1 .  Анализ контрольной работы (если в этом 
имеется необходимость) . 

2. Доказательство учеником теоремы о свой­
стве середины диагонали параллелепипеда (по 
готовому рисунку параллелепипеда) .  

3. Устные упражнения (во время подготовки 
ученика к ответу) : 

1 )  Всякую ли четырехугольную призму 
можно назвать параллелепипедом? 

2 )  Г- 1 0, № 65 ( ! ) ,  67 ( 1 ) .  
3) Могут л и  две грани наклонного паралле­

лепипеда быть перпендикулярными плоскости 
основания? 

4) Три грани параллелепипеда, имеющие 
общую вершину, - прямоугольники. Являет­
ся ли это свойство необходимым и достаточ­
ным признаком прямоугольног·о параллелепи­
педа? 

Рис. 7 Рис. 8 

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче: 

1 )  Расскажиту, как построить линейные 
углы двугранных углов при [А1 А] , [ВС] , [ АС] . 

2 )  Чему р авна величина двугранного угла 
ВС? 

3)  Чему р авен угол между ( АВС) и (С 1В1В) ? 
4 )  Назовите два способа нахождения объ­

ема призмы. 
Н а  д о м : подготовиться к уроку 63; Г- 1 0, 

№ 1 72, 292 ( 1 )  ; н .  з. № 30 1 (только построить 
сечение) . 

Урок 63 
Т е м  а. Объе.м прямой призмы и цилиндр_а 

1 .  Опрос по кзрточкам. 
I к а р т о ч к а  

1 )  Доказать теорему об объеме прямой 
призмы. 

2 )  Вопрос 78 ( 1 )  из Г- 1 0, с. 72. 
1 1  к а р т о ч к а  

1 )  Доказать теорему об объеме цилиндра. 
2) Дать обоснования к з адаче № 292 ( 1 1  по 

готовому чертежу. 
2. Устные упражнения: 
l )  Как формулируется задача об измерении 

объемов многогранников? 
2)  Объем куба и площадь его боковой по­

верхности имеют одно и то же числовое значе­
ние. Н айдите длину ребра куба. 

3) Радиус шара,  описанного около куба, 
р авен R. Н айдите объем куба. 



4) Можно л и  описать сферу около любого 
прямоугольного параллелепипеда;  любой пря­
мой призмы? Ответ обосновать. 

5)  Можно ли вписать сферу в любой прямо­
угольный параллелепипед; в любую прямую 
призму? 

6) Найдите объем фигуры, полученной от · вращения квадрата со стороной а вокруг его 
средней линии. 

3. Решение задачи. 
Прямая призма, основание которой - пря­

моугольный треугольник с катетом а и проти­
волежащим острым углом а, описана около 
шара. Найдите ее объем. 

Для решения данной задачи достаточно со­
ставить план решения и ограничиться выпол­
нением р исунка основания призмы, в кото­
рый входит все необходимое для получения 
ответа (6 АВС, где с =  90°, I BC I  = а) .  

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче: 

1 )  Может ли шар,  вписанный в призму, ка­
саться какого-либо ее ребра? 

2 )  Можно ли в данную призму вписать ци­
л индр? 

3)  Вер но ли высказывание: объем данной 
призмы равен половине произведения площа­
ди боковой грани, проходящей через один из 
катетов, на длину другого катета? 

Н а д о  м :  подготовиться к уроку 65; Г - 1  О, 
№ 367; н .  з .  № 353 ( l ). 

Урок 64 
Т е м а. Объем наклонной призмы 

1 .  Доказательство учеником теоремы об 
объеме наклонной призмы. 

2. Устные упражнения ( во время подготовки 
ученика к ответу) : 

l )  Площадь основания наклонной призмы 
Q, высота Н, боковое ребро а. Найти площадь 
сечения, перпендикулярного боковому ребру. 

2)  В наклонную треугольную призму впи­
сан шар радиуса r. Найдите объем призмы, 
если площадь основания р авна S. 

3) Вопрос 77 ( 1 )  из Г- 1 0, с. 72. 
3.  Решение задачи (после заслушивания 

ответа ученика) .  
В призму вписан шар радиуса R. Найдите 

объем призмы, если площадь боковой поверх­
ности призмы равна S, а боковое ребро рав­
но а. 

До решения задачи обратить внимание уча­
щихся на следующее: в призму можно вписать 
ш а р  в том и только том случае, если в перпен­
дикулярное сечение призмы можно вписать 
окружность и высота призмы р авна диаметру 
этой окружности. По.JJезно сделать модель та­
кой призмы. Чертеж можно не де.JJатъ. 
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4. Подвести итог по теме «Объемы много­
гранников» можно путем решения устных за­
дач: 

l )  Стороны основания прямоугольного па­
р аллелепипеда равны а, радиус вписанного в 
него шара р авен r. Найдите объем параллеле­
пипеда. 

2) Основания прямой и наклонной призм 
лежат в параллельных плоскостях. Сравните 
объемы этих призм, если их основания равно­
вел ики. 

3) В цилиндр вписана правильная шести­
угольная призма. Н айдите отношение их объ­
емов. 

4)  Докажите, что если шар  касается всех 
граней многогранника, то объем многогранни­
ка р авен одной трети произведения р адиуса 
шара на площадь полной поверхности много­
гранника. 

Н а д о  м: подготовиться к уроку 66; Г- 1 О, 
№ 376, 1 77;  н. з. № 370. 

Урок 65 
Т е м  а. Пирамида и ее объем 

1 .  Доказательство учеником теоремы о се­
чении пирамиды плоскостью, параллельной 
ос�:юванию. 

2. Устные упражнения (во время подготовки 
ученика к ответу) : 

1 )  В основании пирамиды лежит равносто­
ронний треугольник, одна из боковых граней 
перпендикулярна основанию. Правильная ли 
это пирамида? 

2)  Может ли в усеченной пирамиде верхнее 
основание быть ромбом, а нижнее - квадра­
том? Ответ обосновать. 

3) Через середину бокового ребра пирами­
ды проведено сечение, параллельное основа­
нию. Вычислите отношение п.JJощадей сечения 
и основания. 

4) Какими свойствами обладает пирамида, 
ЕСе боковые ребра которой конгруэнтны? 

5) Какими свойствами об,ладает пирамида, 
у которой двугранные углы при всех сторонах 
основания конгруэнтны? 

6) Плоские углы при вершине треугольной 
пирамиды прямые, бокоЕые ребра равны 1 ,  2 
и 3 см. Найдите объем. 

3. ДоказательстЕо учителем (или наиболее 
сильным уче1щком) теоремы об объеме пира­
м иды по rотовому рисущ�у и зашJсям. 

4. Решение задач. 
l )  В основании пирамиды лежит прямо­

угольный треугольник, один из острых углов · 
которого а. Каждое боковое ребро раrзнD Ь и 
образует с плоскостью осн.Qвания угол � 
(рис. 8) . Определите объем пирамиды. 



2) Площадь боковой грани правильной че­
тырехугольной пирамиды равна Q. Определите 
объем пирамиды, если боковая грань ее обра­
зует с плоскостью основания угол а. ( Все дан­
ные з адачи обозначить на готовом рисунке 
пирамиды. Задачу решить устно. )  

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче 1 :  

1 )  Что является ортогональной проекцией 
.6. ASC на ( АВС) ? 

А А 
2) ВАС = 29°, SAO = 1 5°. Указать границы 

величины угла SAC. Ответ обосновать. 
При проведении урока можно использовать 

кинофрагмент «Пирамида» и табл. 3 для 
устного решения задач. 
'1меешьлuП1Ь1 ilокоаоть? ПИРАМИДА ПРАВИЛЬНАЯ 
Ci) S ф�D Дано: [OO]l(ABC) Дано: [SК]-апшрема [DP]-an01peнa 

1 -- [so] l. (ABC} / ' 1 в [AK] l [оР] 
А ol К D 4_� (SCD}l.(SOK} А """" Р Док: [AK).l{ DCB} В S С D с Q):(/fp Дaнo: [SO)l(KA!J) @� Дoнo: JBPl = IPCI 1 -- {OP]l.{SAB) :: С [КР] 1 [All] 
Н О� � 8 Док : Р npuнoilлe- А - р Док : [АО] .L(КВС} 

. Жllm OCll CUN- 8 К А q-. D Q) D нempllll .<! SAB '>!) &. 
А�с � f!\D]l. [BC] &с Док : {AOC}l.(BDS) 

D B А n. S 
ф ZlzK Дано: [ТМ) 11 [АС] ®� Дона: [ME]il [ВС] 

,.- С [i'Т] 11 [08] А 1< [РМ] 11 [All] 
А " м Док: РКМТ �пряно- f1 Е'-' с Док: РТЕ;-f-трапеция 

Т В - lfсОЛЬНЦК 
В 

Таблица 3 

Н а д о м: подготовиться к уроку 64; Г- 1 О, 
№ 3 1 6; н. з .  № 3 1 1 .  

Урок 66 
Т е м  а. Конус и его объем 

1 .  Доказательство учеником те<;>ремы об 
объеме конуса.  

2. Устные упражнения: 
1 )  Радиус основания конуса равен R. Через 

середину высоты конуса проведено сечение, 
параллельное основанию. Определите пло­
щадь сечения. 

2) Осевое сечение конуса - правильный 
треугольник со стороной а. Определите объем 
конуса. 

3) По табл. 4 р асскажите, как найти объем 
фигуры, полученной при вращении заштрихо­
ванного многоугольника вокруг оси MN ( рас­
смотреть рис. а,  6, в) . 

3. Решение задачи. 
С-23, вариант 3 (2-е задание из «Дидактиче­

ских материалов по геометрии  для 10 клас­
са») . 

а) ФИГУРЫ ВРАЩЕНИЯ 

с� 

N}f' 

8) 
в 

А'1!fвсл&;!1 гJ '11. IDCl=IABI 
А 

А 

Таблица 4 

Дополнительные вопросы по решенной за­
даче (рис. 9 ) : 

1 )  Какая фигура получится при вращении 
ломаной ОВС вокруг оси l = (001) ; лома­
ной САВ вокруг оси l? 

2)  Расскажите, как найти площадь поверх­
ности каждой из полученных фигур вращения? 

Найдите отношение v u и л  Ав • 
Vкон ВС 

s 

Рис. 9 Рис. 1 0  

Можно подвести итог урока, используя диа� 
фильмы, указанные в плане повторения. 

Н а д о  м: подготовиться к уроку 67; Г- 1 О, 
№ 27 1 (2) и 25 1 ;  н. з . .№ 288. 

Урок 67 
Т е м а. Сфера и шар 

1 .  Опрос по карточкам. 
1 к а р т о ч к а  

1 )  Сфера и шар.  Их определение. Уравне­
ние сферы. 

2)  Вопрос 35 ( 1 , 3) из Г- 1 0, с. 70. 
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П к а р т о ч к а  
1) Теорема о пересечении сферы и пло-

скости. 
2) Вопрос 35 (2, 4) из Г- 1 0, с. 70. 
2. Устные упражнения: 
1 )  Все вершины многогранника принадле­

жат сфере. Сравните расстояния от вершин 
многогранника до центра сферы. 

2 )  Все вершины пирамиды принадлежат 
сфере. Как найти центр сферы? 

3)  При каких условиях около пирамиды 
можно описать сферу? 

3. Решение задачи. 
В шар радиуса а вписана правильная четы­

рехугольная пирамида, боковое ребро которой 
составляет с высотой угол а. Определите объе.м 
пирамиды. 

Полезно показать модель к этой задаче, а 
решение провести по рис. 1 0, н а  котором 
изображен треугольник со сторонами :  [SО] ­
высота пирамиды, [SA] - боковое ребро, 
[ АО] - р адиус окружности, описанной около 
основания. 

В. Д. Б!:ЛОУСОВ, 11. Н. ВИКОВАН, Н. Х.  СПд Т дРУ 
(Молдавская ССР) 

ОБ УСТНОМ ЭКЗАМЕНЕ ПО АЛrЕБРЕ . 
В VШ КЛАССЕ 

В июне 1 975 г. учащиеся восьмых классов 
школ Молдавии, в которых с 1 968 г. было 
введено обучение по новым программам, сда­
вали устный экзамен по алгебре. 

Введению новой формы проверки знаний 
учащихся по алгебре за  весь курс восьми11ет­
ней школы в течение трех лет в школах с 
опережающим обучением предшествовала экс­
периментальная проверка ее эффективности. 

До 1 975 г. в Молдавии, как и в других 
союзных республиках, учащиеся, оканчиваю­
щие восьмилетнюю школу, сдавали письмен­
ный экзамен по алгебре. Подготовка к тако­
му экзамену не требовала повторения всего 
теоретического материала и сводилась к со­
вершенствованию н авыков по довольно узко­
му кругу вопросов: на первый план выступали 
упражнения, направленные на формирование 
навыков. Упр ажнениям же, способствующим 
р азвитию мышления, устной речи, умению де­
л ать логические выводы, аргументировать за­
ключения, не уделялось достаточного вни­
мания. 

Допо.л.ните.л.ьные вопросы по решенной за­
даче: 

1 )  Как может быть расположен центр шара 
относительно плоскости основания пирамиды? 

2)  Как расположен центр шара,  если: 
а) д SOA - р авнобедренный; б)  О� = 40°; 
в) I SO l < I AO I ? 

Н а  д о м: подготовиться к ур.оку 68; Г- 1 О, 
№ 340; н. з. No 344. 

Урок 68 
Контрольная работа № 8 

(из книги «дидактические материалы 
по геометрии для 10 класса») 

1 в а р и а н т  
1 )  К·б, вариант 1 (2-е з адание) . 
2) С-23, вариант 1 (2-е задание) . 

1 1  в а р и а н т 
1 )  К-6, вариант 3 (2-е задание) . 
2 )  С-23, в ариант 2 (2-е задание ) .  
Уроки 6 9  и 70 - резерв времени учителя. 

В ведение новой программы и новых учебни­
ков по м атематике внесло существенные из­
менения в содержание курса математики. Зна­
ния и навыки, которые должны приобрести 
учащиеся в результате изучения алгебры, 
весьма обширны : решение различных уравне­
ний и систем уравнений; решение линейных 
и простейших нелинейных неравенств и их 
систем ;  тождественные преобразования выра­
жений, в том числе степеней с отрицательны­
ми и дробными показателями ;  понятие ариф­
метического корня ; логарифмирование и по­
тенцирование; построение и чтение графиков 
функций и т. д. Выяснить, насколько глубоко 
учащиеся усваивают такой р азнообразный ма­
териал и как умеют применять теоретические 
знания при решении практических задач, воз­
можно лишь в ходе устного экзамена. Устный 
экзамен позволяет также проверить владение 
учащимися теоретико-множественным языком, 
умение использовать современную математи­
ческую символику, проверить общую культуру 
устной речи и уровень р азвития учащихся, а 
также выявить, какие темы или разделы за  
курс VI-VII I  классов усвоены ими более 
слабо, какие задачи они решают недостаточно 
хорошо или вообще не умеют решать. 

Устный экзамен по алгебре проводился по 
билетам (всего их 24) .  Каждый би.11ет состоит 



из трех вопросов: первый - теоретический ,  
два других носят практический характер (их 
следует подбирать, исходя из подготовки уча­
щихся данного класса) .  

Первые вопросы экзаменационных билетов 
охватывают основные темы курса VI-VI I I  
классов. 

В упражнения {ко второму и третьему во­
просам) были включены задачи, решаемые с 
помощью составления уравнений и систем 
уравнений. Серьезное внимание уделялось 
проверке навыков выполнения тождественных 
преобразований, в частности выражений, со­
держащих степени с дробными показателями,  
вопросам, связанным с арифметической и гео­
метрической прогрессиями, с логарифмами.  
Среди упражнений были и упражнения вычнс­
.пительного характера,  в частности связанные 
с оценкой значения выражения методом гра­
ниц, с вычислениями с помощью логарифми­
ческой линейки. 

Устный экзамен по алгебре показал, что 
многие темы программы восьмилетней школы 
учащиеся усвоили хорошо. Однако были 
вскрыты и некоторые недостатки. Так, напри­
мер, у восьмиклассников отсутствуют навыки 
решения задач путем составления квадратно­
го уравнения. нет твердых наныков тождест­
венных преобразований дробных выражений; 
видимо, в VII классе учителя не обратили 
должное внимание учащихся на изучение этих 
вопросов. Плохо оказались усвоенными такие 
вопросы, как решение неравенств вида 
(ах+Ь)  (cx+d) > О, где а, Ь, с, d - заданные 
числа; задачи, решаемые с использованием 
разложения квадратного трехчлена на  множи­
тели. Недостаточно хорошо учащиеся выпол­
няли вычисление значения выражения с по­
�ющью логарифмической линейки; вычисление 
и преобразование значения выражения, содер­
жащего степени с рациональными показателя­
ми, действия с арифметическими корнями. 

Приведем задачи, которые мы п редлагали 
во вторых и третьих вопросах экзаменацион­
ных билетов (к каждому билету подобрано 
по 3-5 задач, в статье п риводим только одну 
из них) . 

1 .  2) Установите, принадлежит ли арифме­
тической прогрессии 3, 1 О, . . .  число: а) 1 43, 
б) 55 1 .  

3) Покажите штриховкой н а  координатной 
плоскости множество точек, задаваемое систе­
мой неравенств { xz + у2 < О,81 , 

у > О
. 2. 2) Найдите �.:орни уравнения 

у + 5 у - 5  у + 25 
у2 - 5у - 2у2 - 1оу = 2у2 - 5о • 

3) Постройте график функции у =  О,7х. 
С помощью графr�ка : 

а )  сравните выражения 0,7-32, 0,7-15 и 0,71•5; 
б) решите уравнения О,7х = 2, О,7х = 0,6 

и О,7х = 1 .  
3 .  2) Найдите целые решения системы нера-

венств !' х - 1 х - 4 2 -2
-- -J- > х - 1 , 

х -
5 

2х - -3 - > х - 3. 

3) Докажите, что функция у=х2, где 
х Е [О; 2] , обратима.  Постройте в одной и той 
же системе координат графики данной функ­
ции и ей обратной. Пользуясь графиком, вы­
ЯСJ:IИТе характер монотонности ( возрастание, 
убывание) этих функций. 

4. 2 )  Найдите значение выражения 
х3 + 1 2х2 - 2х + 2 -

2х3 :  sx• п ри х = - О, 2ь. 
3) Найдите сумму п первых членов ариф­

метической прогрессии (х11 ) , у которой Xn = 
=- 1 2п+7. 

5. 2) Упростите выражение 
1 24 4х - х2 - 4  

+ (х - 2)2 • З(х 
+ 

б) • 3) Найдите знаменатель геометрической 
прогрессии ( bn ) , если 

7 Ь4 = - 1 2, Ь7 = 23 15 . 

6. 2) Известны длины а и Ь ( выраженю,:е 
в мм)  основания и боковой стороны равно­
бедренного треугольника:  26� а � 28 и 
4 1  � Ь � 43. Оцените периметр треугольника. 

3) Используя график функции у = ( ; У , 
найдите з начение у, соответствующее значе­
нию х, равному - 2; О; 1 ;  1 ,5. 

7. 2) Вычислите :  
1 4 

а )  5T. 5-o,2s . 55 . 5-o,1s ; ( 9 )- 2- ( 1 о )-_!_ б) 1 16 2 • 2 27 3 • 
3)  Постройте график функции У= -2х-4. 

При каком значении х значение у равно О? 
Найдите множество значений х, при которых:  

а )  - 2х - 4 < О; б) - 2х - 4 > О. 
8. 2) Представьте в виде суммы выражение 

1 . 1 
( 2р3 + q- 1) (2p 3 - q- 1). 

3) Выясните с помощью графиков, имеет ли 
решение система  трех уравнений с двумя пе­
ременными: 
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{ х + у = 2, 
2х + Зу=0, 
х - у =  10. 

9.  2) За  6 м сатина  и 5 м штапеля упла­
�или 19 р. СкоJ1ько стоит 1 м каждой ткани,  
если 4 м сатина стоят столько же, сколько 3 м 
штапеля? 

3) Найдите основание z ,  если :  
а )  logz 0,25 = - 2 ;  
1 0. 2 )  Решите неравенство 

х - 4  О --кк < .  
3)  Постройте график функции у = -0,5х2. 

Найдите по графику, при каких значениях х 
переменная у :  

а )  принимает значение, равное О; -2; -5; 
б)  принимает значение, меньшее О ; 
в )  возрастает; 

. г )  убывает. · 1 1 . 2) Выразите логарифм х через логариф­
мы положительных чисел а и Ь, ест,:  

1 

а )  х = ��io б) х = а cio)z. 
3) Решите графически систему уравнений { ху = б 

х - у
, 

1 .  
1 2. 2)  При каких значениях переменной вер­

но неравенство 
( - 1 ) 11 

< О? 
1 3 - у  

3) Решите графически систему уравнений 

J х2 + у2 = 1 00, 

t 
у = + 

х2
. 

1 3. 2) Найдите множество корней уравне-
Н Ш! 

:2х + 1 3 (2х - 1 ) 8х 
2х - 1 - 7 (2х + 1 ) - 4x2 - l = О. 

3) Покажите щтриховкой на  координатной 
плоскости множество точек, задаваемое нера­
венством 

5х + 2у - 4 < О. 
1 4. 2) Упростите выражение 

ах + Ьх - ау - Ьу 
7х - 7у 

8 3) Функция задана формулой у =  х' по-
стройте ее график. Какому множеству при­
над;;ежит значение у, если значение х при­
надлежит множеству: 

а) [ + ;  1 ) ; 6) 1 4; - 2]? 
1 5. 2) Найдите н аибольшее целое число, 

удовлетворяющее неравенству 
1 ,6 - (3,2 - О,2у) < 5,1 . 

3) Постройте график функции у=х2+2х­
- 1 5. Рассматривая построенный график, най­
дите: 

а )  м ножества значений х, н а  которых зна­
чения функции отрицательны, положительны; 

б)  множества значений х, на которых функ­
ция возрастает, убывает. 

1 6. 2) Вычислите 2 , 25 - 15 ,6 - 2 ,58 у = 3 94- 12 5 • ' ' 
3) Решите неравенство :  
а )  V х < V7; б )  1/ х >  1 0. 
1 7. 2) Найдите сумму первых пяти и п чле­

нов геометрической прогрессии,  заданной фор­
мулой п-го члена :  Ьп= 1 ,5 · 4п. 

3) Постройте график функции у= -0,5х . 
а )  Какое значение у соответствует х=-2; 

О; 4? 
б)  Существует ли такое значение х, при 

котором у = - 1 50? Найдите его. 
в) Как изменяется значение у с возраста­

нием х? 
1 8. 2)  Моторная лодка прошла 45 км по 

течению реки и 22 км против течения, затра­
тив на весь путь 5 ч. Найдите скорость лодки 
в стоячей воде, зная,  что скорость течения ре­
IШ р авна 2 км/ч. 

3) Разложите на множители многочлен 
1 6а2 - 20а + 35у - 49у2• 

1 9 .  2) Решите неравенство _ х - 3  + 2х- 1  < 4 х 5 1 0  
. 

3) Найдите t по его логарифму (а, Ь и t -
положительные числа) :  1 2 lg t = Т + lg a  - -g- lg b. 

20. 2) Упростите выражение 
(V 1s -·v20) . 2 VБ + i/75 . 

3) Решите уравнение 
(у2 + 2у + 4)2 - 7 (у2 + 2у + 4) + 12 = о 

введением новой переменной. 
2 1 .  2)  Составьте квадратное уравнение по 

его корням, 5 - 3 V2 и 5 + 3 V2; для про­
верки решите его. 

3) Сравните значенпя выражений: (_r5)- б _r5 а )  -" 2- и _J'_2- ; б) 0,78°·7 и О,78М. 
22. 2) Решите уравнение (х+4) 2 =3х+_40. 



З) На расстоянии 80 м переднее колесо по­
возки сделало на 8 оборотов больше заднего. 
Найдите длину окружности каждого колеса, 
есля известно, что длина окружности перед­
него колеса на 0,5 м меньше длины окружно­
сти заднего колеса. 

23. 2) Решите систему уравнений { х2 + у2 = 50, 
х2 - у2 = 0. 

3) Используя график функции у=х3, най­
дите: 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 
В VI - Vlll КЛАССАХ 

\Ф. Ф. НдГИБИН \ 

(г. Киров) 

Решение геометрических задач в VI -VI I I  
классах следует считать как. средством, так и 
целью обучения геометрии. Это одно из наи­
более важных средств сознательного и проч­
ного усвоения учащимися геометрической тео­
рии, развития пространственных представле­
ний учащихся, их логического мышления, эв­
ристических и алгоритмических компонентов 
мыслительной деятельности, творческих спо­
собностей и самостоятельности мышления. Ре­
шение задач как важная цель обучения гео­
метрии имеет в виду успешную подготовку 
учащихся к применению геометрических зна­
ний в смежных дисциплинах, в практической 
деятельности. 

Как видим,  цели, достижению которых при­
звано служить решение геометрических задач, 
разнообразны. Это заставляет так сформиро­
вать систему школьных геометрических задач, 
чтобы ни одна из этих целей не выпала из 
поля зрения .  

Одной из наиболее важных характеристик 
перестройки школьного курса математики яв­
ляется переход к единой теоретико-множест­
венной трактовке многих вопросов. Это в пол­
ной мере относится и к его геометрической 
части. Поэтому в систему геометрических за­
дач вводятся новые, отражающие теоретико­
множественные подходы к вопросам геомет­
рии. Это задачи на способы задания точеч­
ных множеств, на операции над геометриче-­
скими фигурами как точечными множествами, 
на использование в геометрии языка и сим­
волики теории множеств и в особенности за­
дачи на отображение точечных множеств (пе-

D.) значения у, соответствующие значениям 
х, равным 1 ,4; - 1 ,4; - 1 ,8; I ,8; 

б) значения х, которым соответствуют зна� 
чения у, р авные -5; 5. 

24. 2) Сократите дробь 
5а + 10 

2а2 + 13а + 18 • 
3) Турист, проплыв по течению реки на  

плоту 1 2  км ,  возвра11Ился обратно на лодке. 
скорость которой в стоячей воде 5 км/ч. Най­
ти скорость течения реки, если известно, что-, 
н а  все путешествие турист затратил 10 ч. 

ремещения, гомотетия, подобное преобразова­
ние) и их применения. 

Существенной особенностью новой школь­
ной геометрии является повьииение ее логиче­
ского уровня. Большое внимание, уделяемое 
учебным пособием логическому строению гео­
метрии в VI и особенно в VI I I  классах, тре­
бует соответствующих задач. Это задачи, 
предназначенные для усвоения учащимися ро­
ли определений и аксиом, видов теорем и свя­
зей между ними, видов усл овий,  на выяснение 
истинности или ложности геометрических ут­

верждений и др. 
Существенным источником новых з адач яв­

ляются вошедшие в курс новые теоремы. 
Новая школьная геометрия открывает зна­

чительно более благоприятные возможности 
для установления связей между школьными 
курсами геометрии и алгебры. В этом отно­
шении существенно следующее: величина и ее 
числовые значения, отображения, координат­
ная прямая, перемещения координатной плос­
кости, элементы векторной алгебры, примене­
ния векторов, тригонометрические функции, 
метрические соотношения в треугольнике, не­
которые элементы аналитической геометрии 
и т. д. Все эти вопросы должны н айти отра­
жение в системе задач. 

В новой системе задач боль.шее, чем р анее, 
внимание должно быть уделено задачам на 
практические применения геометрических зна­
ний, в частности на использование теооем в 
конструкциях р азнообразных приборов и 
средств измерений, в работах геодезического 
характера, в вычислениях длин, угловых вели­
чин, площадей, объемов и т. д. Может быть, 
часть этого материала в последующей трудо­
вой деятельности выпускника средней школы 
и не найдет употребления. Но выяснение р аз­
нообразных возможностей применений свяжет 
геометрические знания с жизнью, возбудит 
больший интерес к геометрии и внесет свой 
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вклад в диалектико-матери алистическое вое· 
питание учащихся. 

Обновленное содержание школьного курса 
геометрии вызывает необходимость совершен­
ствования его методики. Это обстоятельство 
должно сказаться и на системе задач. Она 
должна существенно помогать развертыванию 
а ктивной самостоятельной учебной деятельно­
сти учащихся, р азвивать творческие компонен­
ты мышления ,  оптимизировать учебную р або­
ту. Необходимы задачи для устного решения, 
по готовым чертежам, задачи с элементами 
и сследования, обобщающие и конкретизирую­
щие. 

Мы видим, что система  геометрических за­
дач существенно пополняется новыми задача­
ми .  Из традиционных остаются в ней задачи 
с высоким познавательным и дидактu�tески.м 
значение1rt. При этом многие из них следует 
решать по-новому. Если р аньше основным 
приемом решения было использование «ра­
венства» треугольников, то теперь . особенно 
ш ирокое применение должны найти переме­
щения, гомотетия,  подобное преобразование 
и векторы. 

Хорошо известно традиционное р азделение 
11шолы1ых геометрических задач на три ос­
новных вида : 1 ) задачи на вычисление, 2) на 
построение, 3) на доказательство. В совре­
менных условиях оно, в общем, остается в 
силе, но нуждается в уточнениях. Целесооб­
разно в каждом из этих видов выделить неко­
торые особые «подвиды», представляющие ин­
терес в связи с новыми установками курса 
геометрии.  

Среди задач на вычисление особое место 
занимают: а )  комбинаторные задачи, б) за­
дачи,  решаемые графически. Из задач на  по­
строение можно выделить: а) задачи на «Вос­
становление» ( построение) фигур по некото­
рым точкам и другим фиксировпнным (по 
положению и величине} элементам,  б )  задачи 
на  построение с разного рода ограничениями 
(с  «Недоступным.и» частями фигур ,  с препят­
ствия ми, с ограничениями, накладываемыми 
на используемые инструменты, и др. ) , в }  за­
дачи на выполнение чертежей-рисунков с за­
данными свойствами фигур, г} задачи на по­
строение некоторых геометрических экстрему­
мов. Из задач на доказательство укажем за­
дачи: а }  на нахождение точечных множеств 
по определяющим их свойствам,  б) на гео­
метрические неравенства, в} на доказательст­
ва по готовым чертежам.  

Система задач, предлагаемая учебными по­
собиями « Геометрия» для VI-VII I  классов и 
методическими руководствами к ним, содер­
жит все указанные виды. Особого вни мания 
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з аслуж и в ают задачи на доказательство. Это 
объясняется не только важностью прививае­
мых учащимся навыков доказательства, но 
и тем, что решение задач на вычисление и 
построение включает в себя доказательства. 
Меньшее, чем ранее, значение придается за­
дачам  на  построение. Они, ко.вечно, нужны, 
но усложнять их нет никакой необходимости. 
Достаточно ограничиться основными построе­
ниями и несложными задачами, сводящимися 
к основным. При этом заслуживают предпоч­
тения задачи на построение фигур в зада н­
ных преобразованиях и на построение, решае­
мые с помощью преобразований. 

Если мы обратимся к курсу геометрии 
VI класса, то обнаружим,  что он богат новы­
ми для учащихся понятиями и новыми подхо­
дами к уже известным понятиям. Учтем так­
же необходимость более высокого логического 
уровня изучения геометрии.  Эти обстоятель­
ства обусловливают усиление внимания к за­
дачам-вопросам. Цель решения таких задач -
осознание, уточнение и конкретизация вводи­
мых понятий и связей между ними. Задачи­
вопросы ценны и в других отношениях: реше­
ния их предполагают не только нахождение, 
но и обоснование ответов. Поэтому учебная 
работа с ними связана с поисковой деятель­
ностью учащихся и несложными дедуктивны­
ми р ассуждения ми,  хорошо подготавливающи­
ми к проведению доказательств теорем. Зада­
чи, о которых сейчас идет речь, необходимы 
также для усвоения учащимися вводимой 
символики и используемого языка. Примера­
ми задач-вопросов могут служить задачи на 
усвоение нового важного понятия «лежать 
между», на уточнение представлений о цент­
ральной симметрии и др. 

В дидактическом отношении система гео­
метрических задач должна содержать «Ввод­
ные» задачи, назначение которых - постанов­
ка подлежащих изучению вопросов, задачи, 
обеспечивающие усвоение этих вопросов, тре­
нировочные, служащие закреплению изучен­
ного и отработке необходимого автоматизма в 
формируемых навыках, проверочные, необхо­
димые для контроля за ходом учебной рабо­
ты, и, н аконец, задачи для повторения изу­
ченного. 

Геометрические задачи для работы со всем 
составом класса должны быть посильными для 
учащихся. В противном случае у большой ча­
сти школьников неизбежно возникает неве­
рие в свои силы и способности. которое по­
влечет негативное отношение к изучению гео­
метрии вообше. 

Следует признать, что овладению необходи­
мы ми геометр.ическ.и ми и логическими поня-



тиюш, умению делать выводы и находить 
решения возникающих вопросов можно обу­
чить на в меру простых задачах, полнее ис­
пользуя их развивающие функции. При этом 
нvжно постоянно заботиться о необходимом 
р"азнообразии задач по их содержанию и при­
емам решения 1 •  

Система задач учебных пособий «Геомет­
рия» для VI-V I I I  классов реализует выска­
занные нами соображения о содержании и 
назначении геометрических задач. Однако же­
сткое требование буквального следования ей 
в учебной работе интересами дела не вызы­
вается. В конкретных условиях могут оказать­
ся целесообразными отступления от нее. По 
отдельным пунктам учитель может дополнить 
набор задач. По другим пунктам может ока­
заться целесообразным сокращение предла­
гаемого набора. Возможны и некоторые пе­
рестановки задач внутри пунктов. Но все эти 
изменения могут быть вызваны лишь основа­
тельным учетом конкретных условий работы 
с данным составом класса и не должны за­
трагивать основ системы. Каждый раз в по­
добных случаях решение нужно принимать на 
основе выявления познавательных и дидакти­
ческих возможностей конкретных задач. 

Возьмем для примера задачу по готовому 
чертежу (рис. l ) .  Возможно следующее реше­
ние. Проведем через точку D перпендикуляр 

1J 

А 

л 
АВС =45° 

А АСО = $0° 
\св \ : \спl = f 

АМ = ?  

Рис. 1 

r,: (АС) (Е - точка пересечения его с (А С) ) 
и построим отрезок ЕВ; дDЕС - прямоуголь­
ный, 

Е/[)с = 30°, 1 ЕС 1 = + /DCI = /С В /, 
Л ЕСВ - равнобедренный (с вершиной С), 

Е� = 120°, E'iJc = 30°, .bl = 15° 
А о ВАЕ = 15 , 

1 Сказанное не означает, что система геометрических 
задач для VI-V I I I  классов доджна быть свободной от 
задач повышенной трудности. Такие задачи, углубляю­
щие и расширяющие изученное в клас-.е, необходимы 
для индивидуальной и кружковой работы с учащимися. 

1 AEJ = /ЕВ /, Л DЕВ - равнобедрешшй (с вер­
шиной Е), 1 EBI = IDEI, из двух последних 
ра венств следует 1АЕ 1 = IEDI, 6, AED - пµя� 
моугольный ра внобедренный, 

А /'.. А А 
ADE = 45°, ADB = ADE + EDC = = 45° + 30° = 75°. 

Как видим,  это решение опирается на свой­
ства :  суммы смежных углов, суммы углов тре· 
угольника, суммы острых углов прямоуголь· 
ного треугольника, катета, противолежащего 
углу в 30°, на признак и свойство равнобед­
ренного треугольника. Все эти вопросы из­
учают в VI классе, и поэтому задача может 
быть решена в этом классе. В познавательном 
отношении она особого интереса не представ­
ляет, в дидактическом отношении она содер­
жательна, так как ее решение дает возмож­
ность вспомнить значительное число изучен­
ных ранее утверждений. Поэтому рассмотрен­
ная задача целесообразна для повторения. 
Что может затруднить учащихся при ее реше­
нии? Основных трудностей две: вспомогатель­
ное построение и составление цепочки после­
довательно рассматриваемых треугольников. 
Учащимся придется помочь преодолеть их. 
Примерно так следует поступать учителю при 
включении в систему или исключении из нее 
других задач. 

Перейдем к рассмотрению основных общих 
методических принципов работы с учебными 
задачами по геометрии в VI-VI I I  классах. 

Главным из них следует считать принцип 
широкого использования зада ч  для активиза­
ции учебной деятельности учащихся, для раз­
вития мыслительных способностей, самостоя­
тельности мышления. 

Основные мыслительные процессы, приводя· 
щие к решению з адачи, могут быть алгоритми­
ческими или эвристическими. Соответственно 
условно можно говорить об алгоритмическом 
и эвристическом решениях, хотя в практике 
они выступают в связи. В школьном курсе 
геометрии алгоритмически решаются основ­
ные задачи на построение, на построение фи· 
гур-образов в заданных преобразованиях, н� вычисление по готовым формулам площадеи 
фигур, объемов тел, на решение треугольни­
ков и некоторые другие. Алгоритм ( алгорит· 
мическое предписание) особенно часто з адает­
ся формулой, но в основе алгоритма может 
лежать и определение понятия, а также тео­
рема. Для овладения этим приемом решения 
в соответствующих с.'lучаях следует начинать 
с составления алгоритма для задач данного 
вида. При этом важно уже в VI классе учить 
истолкованиям формул, определений, теорем. 

29 



С формулами дело обстоит проще, так как 
учащиеся уже владеют вычис.пениями по фор­
мулам.  Алгоритмы построений фигур на  ос­
нове определений понятий и теорем нуждают­
ся в отработке. Возьмем для примера построе­
ние касательной к окружности. Алгоритм это­
го построения может быть составлен на осно­
ве теоремы о том, что прямая,  перпендикуляр­
ная диаметру окружности и проходящая через 
его конец, является касательной к этой ок­
р ужности. Первый шаг: постройте радиус 
окружности, концом которого была бы данная 
на  окружности точка (точка касания ) .  Второй 
шаг :  постройте с помощью чертежного тре­
угольника прямую, перпендикулярную этому 
р адиусу и проходящую через данную точку. 
Так алгоритмизировать следует, конечно, лишь 
более важные и трудные построения.  Особен­
но существенно в подобных случаях привле­
чение учащихся к составлению алгоритмов, 
так как алгоритм, найденный самими учащи­
мися, легко запоминается и поэтому легко 
воспроизводится. 

Эвристические nрнемы реш�ния геометриче­
ских задач являются основными. Это объяс­
няется спецификой таких задач. Овладеть эв­
ристическими приемами решения учащиеся 
могут только в практике самостоятельных по­
искоn. Однако это не означает, что учащиеся 
в этом отношении должны быть предоставле­
ны самим себе. Усвоением эвристических при­
емов решения задач можно и нужно руково­
дить. Попытаемся выявить некоторые возмож­
i 1Ьсти этого руководс:пза.  

Хорошо известно, что учащихся весьма ча­
сто затрудняют вспомогательные построения,  
необходимые для решения задачи. Чтобы они 
могли догадаться, ка кие именно построения 
нужны, следует внимательно Изучать, что 
дано в задаче и что требуется. Обычно содер ­
жа1ше задачи подска:Зьiвает вспомогательное 
поtтроение и часто не одно. Рассмотрим зада­
чу 1 1  из п .  33 ( «Геометрия 6») . 

Дано: (MN) l ! (l\L) (рис. 2 ) . Доказать: 
А А А 

ABC=NA B +BCL. 
Здесь возможны такие вс,помоГательньiе по­

строения : а )  продолжить (ВС] до пересече­
ния с (MN) или [АВ] до Пересечения с (KL) , 

/'1 N 

/( L 

l'ис. 2 

30 

б )  построить прямую, проходящую через В 
и параллельную (МЛ! ) .  Каждое из них под­
сказывает иtкомое доказательство. 

Рассмотрим еще интересную задачу по го­
товому чертежу ( рнс. 3) . СнаЧа.па может по­
казаться, что следует построить отрезок CD 
и рассмотреть равнобедренные треугольники 
BAD, CAD и ВА С. Но этот путь оказывается 

IABl =ICAl =/DA) А CAD = С( 

А 

Рис. 3 

бесперспективным. Вернувшись к условию, 
У '!Тем ,  что точки В, С и D равноудалены от А. 
Может быть, стоит построить окружность 
( А ;  I AB I ) ? П остроим и сразу же «видим» 

/'" 
ответ: CBD= a/2. 

В задаче по рис. 1 выбор вспомогательного 
построения также затруднен, но возможен, 
е>сли вдуматься в условие. З аданное отноше-
11 ие 1 СВ 1  : 1 CD 1 = 1/2 «Подсказывает» догадку 
о построении прямоугольного треугольника с 
угJiом в 30°, так как для него отношение дли­
ны катета,  противолежащего углу в 30°, к 
длине гипотенузы также р авно 1/2 • 

Приведенные примеры помогают сделать 
вывод о том, что учащимся следует внушать 
обращаться д.11я выбора вспомогательного по­
строения к более основательному изучению 
данных и искомого, при этом не теряться, ес­
ли одна догадка не приведет к успеху, а ис­
кать и пробовать вторую, третью, проявляя 
настойчивость и изобретательность. 

Освоению учащи мися эвристических прие­
мов решения задач помогают такие неодно­
кратно повторяемые учителем «подсказки», 
как: «Не решали ли мы р анее задачу, анало­
гичную данной (или сходную с ней, или реше­
нием которой можно воспользоваться в дан­
ном случае) ? Не изучали ли мы теорему, ко­
торая могла бы пригодиться в данной задаче? 
Не ст6.ит ли рассмотреть н екоторые частные 
случаи задачи?)) 

Необходимо накапливать и сохранять в па­
мяти различные возможности применения из­
учаемых фактов при решении задач. Напри­
мер, для доказательства конгруэнтности углов 



можно привлекать: а )  вхождение их в кон­
груэнтные фигуры, б)  сохранение их величин 
при перемещениях (величины углов сохраня­
ются также при гомотетии и подобном пре­
обр-азовании ) , в) теоремы о вертикальных уг­
лах, об углах с сонаправленными сторонами, 
об углах параллелограмма, о вдисанных уг­
лах, опирающихся на одну и ту же дугу, И т. д. 

При изучении теорем существенно выяснять, 
как и для чего их можно использовать. На­
пример, теорему Фалеса особенно часто при­
ходится применять в случае, когда конгруэнт­
ные отрезки откладывают последовательно на  
стороне угла от его вершины. Поэтому ука­
занный случай следует рассмотреть особо. 

Овладение эвристическими приемами мыw­
ления особенно тесно связано с использова­
нием в р ассуждениях анализа и синтеза. Пер­
вые задачи VI класса таковы, что для реше­
ния их достаточно одного-двух «Шагов» мыс­
ли. Поэтому в поисках их решений предпоч­
тителен синтез. Но постепенно во все большей 
степени в решения включается анализ. Так 
Что в р аботе с задачами учащиеся часто дол­
жны слышать от учителя и задавать самим 
себе вопросы : «Что можно доказать ( вычис­
лить, построить) , располагая такими-то дан­
ными? Что достаточно доказать (построить, 
вычислить) для достижения определенной 
Цели?» 

Особое значение для привития учащимся 
навыков эвристического мышления имеют раз­
личные решения одной и той же задачи. Возь­
мем задачу 7, п. 34 ( «Геометрия 6» ) .  

Докажите, что биссектриса внешнего угла 
при вершине равнобедренного треугольника 
параллельна основанию. 

Наверное, учащиеся попытаются доказать 
конгруэнтность углов DBE и ВА С ( рис. 4)  
или углов ЕВС и АСВ. Но можно, проведя 
биссектрису BF, «натолкнуть» школьников на 
иное решение, основоi1 которого будет утвер-

Е 
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ждение о перпендикулярности биссектрис 
смежных углов. 

В отдельных случаях задачи, и нтересные в 
познавательном отношении ,  можно решать 
повторно на  основе нового материала. 

В поисках различных способов р ешения од­
ной и той же задачи существен не спортив-· 
ный интерес - найти как можно больше спо­
собов, а сопоставление их. И менно поэтому 
во многих случаях п редпочтительнее р ешить 
одну задачу несколькими способам.и, чем не­
сколько задач - одним способом. 

Основным приемом поиска различных спо­
собов решений задачи, наверное, следует счи­
тать р ассмотрение р азных объектов (углов, 
отрезков, прямых, фигур и т. д.) и различное 
толкование одних и тех же объектов, сводя­
щееся к выявлению их новых связей и отно­
шений. Так, при решении задачи о биссектри­
се внешнего угла при вершине равнобедрен­
ного треугольника в первом случае актуали- ' 
зируются соответственные углы DBE и ВАС, 
а во втором луч ВЕ р ассматривается как бис­
сектриса одного из смежных углов. "- ·--··· · 

Добавим к сказанному, что успешные по­
иски будут убеждать учащихся в доступности 
решений (когда способов решения несколько, 
то найти хотя бы один из них легче) . 

Еще большую ценность для привития уча­
щимся эвристических умений имеет заключи­
тельный этап работы с задачей (или серией 
задач) . Во многих случаях его составной ча­
стью должно быть обсуждение решения, т. е. 
выявление основной его идеи, установление 
того, что помогло догадаться о ней, какими 
теоремами и р анее решенными задачами при­
шлось воспользоваться. Конечно, подобные 
вопросы можно став,ить и решать далеко не 
по всем задачам, а только по особенно важ­
ным в познавательном и дидактическом отно­
шениях и · по некоторы м  сериям задач, объ­
единяемых единой идеей рещения. 

Основным методическим приемом работы с 
задачами,  поощряющим познавательную де­
ятельность и создающим для нее особенно 
благоприятные возможности, следует признать 
самостоятельную р аботу учащихся 2• Спра­
ведливо считается,  что одна задача, решенная 
учеником самостоятельно, стоит десяти задач, 
решения которых даны готовыми. Действи­
тельно, систематическое проведение самостоя­
тедьных р абот будет существенно помогать 
достижению всех целей, преследуемых рабо­
той с задачами.  В частности, оно будет давать 
учителю богатую информацию о ходе и ре­
зультатах учебной р аботы, а значит, возмож-

2 Возможные тексты таких работ даны в дидактиче­
ских материалах. 
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несть незамедлительно корректировать ее со­
держание и методику. В ажно и то, что при 
выполнении самостоятельных р абот (но не  
контрольных) учащиеся свободно могут обра­
щаться к учебнику, к своим записям,  к помо­
щи товарищей и особенно учителя. 

Испытанным и хорошо зарекомендовавшим 
себя средством активизации мыслительной де­
ятельности учащихся являются задачи-вопро­
сы. Для разрешения их особенно удобна 
/{Лассная беседа,  но можно включать их и 
в индивидуальные задания учащи мся. Для бо­
лее сильных учащихся такие задачи можно 
несколько усложнять. Так, в VI классе могут 
быть, например,  предложены вопросы: «Какие 
отрезки отображаются на  себя при : а )  осевой 
симметрии, б)  центральной симметрии,  в)  по­
вороте, г) параллельном переносе? При каких 
перемещениях прямая отображаются на  па­
р аллельную ей прямую?» 

Решая задачу-вопрос, учащиеся должны 
дать ответ и обосновать его. Это. хорошая 
практика в нахождении и «проговаривании» 
несложных доказательств. 

К задачан-вопросам примыкают задачи для 
устного решения ( многие из них можно пред­
л агать учащимся по готовым чертежам) . 
В учебном пособии такие задачи выделяются 
знаком (0) . Но учитель, хорошо знающий воз­
можности своих учеников, может изменять их. 

З начительным вкладом в развитие само­
стоятельности мышления учащихся могут слу­
жить задания на п ридумывание примеров и 
контрпримеров вводимых понятий.  При этом 
не следует ограничивать учащихся лишь об­
ластью геометрии .  Соответствующие примеры 
могут быть житейскими и арифмет.Ико-алгеб­
раическими. 

Особо остановимся на «Перестройках» за­
дач : они, как правило, должны входить в за­
ключительный этап работы с задачей, о ко­
тором говорилось выше. 

По вопросу о «перестройке» мы ограничим­
ся лишь отдельными замечаниям.и .  Нередко 
решенные задачи могут естественно перера­
стать в но.вые. Рассмотри м  задачу: 

Докажите, что высоты, проведенные из вер­
шин при основании равнобедренного треуголь­
ника, конгруэнтны. Верно ли аналогичное 
свойство для .медиан и биссектрис? 

Ее можно дополнить предложен.нем : дока­
жите конгруэнтность соответствующих отрез­
ков, отсекаемых на боковых сторонах тре­
угольника,  основаниями высот ( медиан, бис­
сектрис) . 

Для некоторых задач полезно составлять и 
решать «обратные» им.  Например, для толь-
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ко что упомянутой задачи «обратными» будут 
такие:  

Докажите, что треугольник равнобедреiтый, 
если: 1 } две его высоты конгруэнтны, 2) кон­
груэнтны две его медианы, 3) конгруэнтны две 
биссектрисы. 

Из них задачи 1 ) И 2) решаются несложно, 
а последняя вряд ли доступна даже способ­
ным учащимся VI класса. 

В учебном пособии мало задач, задаюших 
определенные соотношения между элемента­
ми фигур ,  но  не содержащих требования (так 
называемых н еполных задач) . Сам учитель 
легко может некоторые обычные задачи пре­
вратить в неполные, сохранив данные и за­
менив требование вопросом : «Что можно до­
казать ( вычислить) ?» 

Большой дидактический смысл неполных 
задач в том, что они приучают школьников 
не только доказывать ( вычислять, строить) 
предлагаемое задачей, но и догадываться, 
«видеть», что может быть сделано. Такие на­
выки особенно ценны для поисков решений. 

Для активизации учебной деятельности по­
лезно также рассматривать задачи с недоста­
ющими данными и переопределенные. Опре­
деленной обычно называется такая задача,  в 
которой данные элементы вполне определяют 
р ассматриваемую фигуру и по ним (вообще 
говоря,  однозначно) могут быть найдены (вы­
числены, построены )  искомые элементы или 
сама фигура .  Но может оказаться и так, что 
данных в условии элементов фигуры недоста­
точно для получения однозначного ответа на  
поставленный вопрос. Простой пример задзч 
этого рода - построить ромб по его высоте. 
Такие задачи обычно и меют бесконечно мно­
го решений и называются неопределенными. 

Переопр еделенные задачи (с избыточной 
информацией) содержат лишние данные, ко­
торые могут оказаться согласованными с ос­
талыIЫми, но могут и прот.иворечить им.  В пер­
вом случае задача и меет решение, во вто­
ром - не и меет. 

Задач, о которых мы сейчас говорим, в 
учебном пособии очень мало, но они нужны. 
Решая их, учащиеся будут накапливать зна­
ния об определяемости р азличных фигур (ок­
ружности, треугольника, четырехугольника 
и т. д.) . Составление таких заданий учителя 
затруднить не может. 

Второй п ринцип, тесно связанный с пер­
вым,- это принцип возбуждения и поддержа­
ния интереса учащихся к решению задач. 

Что же возбуждает и делает устойчивым 
интерес учащихся к геометрическим задачам? 

Прежде всего - вся постановка работы с 
з адачами. Если ученик видит свои успехи, 



свое продвижение вперед, если имеются б.па­
гоприятные возможнl1сти для прояв.пения ак­
тивности и самостоятельности, если работа 
удовлетворяет, то ученик будет считать реше­
ние задач нужным и интересным. А инте­
рес - один из важнейших стимул ов учения. 

Благоприятная обстановка для работы с за­
дача ми создается прежде всего хорошей ме­
тодикой, уважительным отношением учителя 
ко всем учашимся, увлеченностью делом.  Но 
и здесь нельзя полагаться на формирование 
такой обстановки «самотеком». Из специаль­
ных мер, возбуждающих и поддерживающих 
интерес к задачам, можно назвать рассмот­
рение задач на практическое применение гео­
метрии (нахождение н едоступных для непо­
средственного измерения расстояний, высот 
предметов, осложненные препятствиями пост­
роения на местности и т. д.) и работу с зада ­
чам и, более интересными по содержанию, 
форме и методам решений. Учащихся могут 
заинтересовать, например, задачи-вопросы : 

l )  Существует ли точка круга, через кото­
рую проходит бесконечно много конгруэнтных 
между собою хорд? 2) Сколько получится 
всего треуголышков, если в выпуклом четы­
рехуголышке построить его диагонали? 3) 
Приведите примеры фигур, имеющих беско­
не1то шюго: а) центров си/dметрии, б) осей 
симметрии, в) центров и осей симметрии. 

Известен прием возбуждения большего ин­
тереса к задаче, состоящий в придании ей за­
нимательной формы. Рассмотрим задачу : 

Постройте точки, находящиеся на расстоя­
нии а от данной тоцки А и на расстоянии Ь 
от другой данной точки В. Ее можно сформу­
.JJировать иначе. 

На спортивных соревнованиях два органи­
затора имеют усилители речи. Команды одно­
го из них слышны на расстоятши, не превы­
шающем 40 м от него, а колtанды другого -
на расстоянии 50 At. Изобразите рисунками, 
где будут слышны команды: а) обоих орга­
низаторов, б) только первого; в )  только вто­
рого; г) не слышны команды ни одного из них 
(если расстояние между ними: 60 м, 40 м, 
Ш м, О м) .  

Практика обучения геометрии подсказыва­
ет также, что интерес возбуждают задания н а  
нахождение ошибок в доказательствах и ре­
шениях задач, в частности разбор софизмов. 
В VI классе такие задания по необходимости 
должны быть очень элементарными. Разбор 
софизмов можно рекомендовать не  ранее чем 
в VI I классе. 

Рассмотрим принцип индивидуализации ра­
боты учащихся с задачами и сочетания кол­
лективной работы класса с индивидуальной. 

2 Ма'l'емuтика n Ш!<Оде )',� 1 

Основное в организации пндивидуаJiьной ра­
боты с учащимися по решению задач - кон­
кретное знание учителем состояния умений 
школьников и степени овладения изученным 
материалом. Только на  этой основе можно 
с меньшими затратами сил и времени доби­
ваться успешного продвижения вперед всего 
состава класса. 

Хорошо известно, что у разных учащихся 
по-разному протекает усвоение изучаемого н а  
уроках, различны быстрота «схватывания» и 
закрепления нового, предшествующая подго­
товка, владение навыками и умениями. Все 
это требует индивидуального подхода .  

В учебном пособии, вообще говоря ,  даны 
задачи в расчете на так называемого «сред­
него» ученика. Но ничто не мешает изменять 
их условия так, чтобы получались однотип­
ные задания для учащихся, которым требует­
ся большее число упражнений. В качестве 
примера  возьмем задачу l из п. 4 ( «Геомет-
рия 6») . 

· 
Три различные точки К, L и М лежат н.а 

одной прямой. I KL l = 6  см; I LM l = IO cAf. 
Каким может быть расстояние I KM I ?  Для 
каждого из возлюжных случаев сделайте со­
ответствующий рисунок. Эта задача, как и 
многие другие, допускает составление в слу-

. чае необходимости нескольких а налогичных 
ей.  Достаточно изменить числовые данные. 

Для индивидуализации учебной р аботы с 
задачами существенн а  также возможность во 
многих случаях понижать их сложность. По­
нятие сложной (трудной)  задачи в значитель­
ной степени субъективно. Его обычно тракту- · 
ют. как синоним затрудненности поиска ре­
шения. Основная возможность понижения 
сложности - подбор {составление) более 
простых поясняющих задач, подготавливаю­
щих учащихся к решению сложной. Так, для 
задачи о бi�ссектрисе внешнего угла при вер­
шине равнобедренного треугольника подгото­
вительны ми могут быть, например ,  такие:  

Сравните внешний угол при вершине рав­
нобедренного треугольника с углолt при его 
основании. 

Докажите, что биссектрисы смежных углов 
перпендикулярны. 

Возможны две последовательности р ассмот­
рения подготовительных и породившей их з а­
дач. Можно постепенно «ПО ступенькам» под­
готовительных задач подойти к основной или 
начать с основной и для нее искать и решать 
подготовительные. Наверное, возможны оба 
пути. Отметим только, что второй из них учит 
ш кольников подступаться к решениям более 
сложных задач, вооружает их одним из наи­
более сильных приемов поиска решений. 
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Коллективные поиски и осуществление ре­
шений обычно сменяются самостоятельной оа­
ботой школьников, в ходе которой учит�ль 
имеет значительные возможности для оказа­
ния им помощи в преодолении возникающих 
з атруднений. Наблюдая за их р аботой, учи­
тель может тактично вмешиваться в ее ход, 
н апоминать нужные теоремы, указывать на 
неиспользова нные учени;�ом данные, «Подска­
зывать» возможные вспомогательные построе­
ния,  короче говоря ,  консультировать. Для не­
которых учащихся можно подбирать задачи 
более сложные, чем для основного состава 
класса.  

Перейдем к принципу рациональной орга­
низации учебной работы с задачами. 

Этот принцип стал особенно актуальным в 
современных условиях, в связи с определив­
шимся «уплотнением» р аботы над содержани­
ем учебного материала.  

Экономное использование учебного време­
ни,  отводимого на  решение задач, означает 
прежде всего .достаточно тщательный их от­
бор. Учителю СJ1едует исходить из учебного 
значения и возможностей каждой из них. 
Нормально такое положение, когда препода­
ватель отчетливо представляет себе, зачем 
берется данная задача, что она даст учащим­
ся. При этом не следует ориентироваться на 
разбор с учащим ися возможно большего чис­
ла задач в ущерб основательности разбора 
каждой из них. Пусть здесь действует пра­
вильно «лучше меньше, да лучше». 

Из специальных мер по экономии учебного 
времени укажем на следующие:  более быстрое 
ознакомление учащихся с содержанием задач 
(в частности, отказ от многокрацiых повто­
fН'Н НЙ условия и переписывания его в тетра­
д!! ) , устные решения задач, решения по гото­
выы чертежам, рационализация записей. 

Более подробно р ассмотрим вопрос о веде­
нии записей. Рекомендации здесь могут быть 
такими. 

l .  Нет необходимости записывать в тетра­
дях и н а  классной доске условия задач .  Если 
задачи взяты из учебного пособия, то доста­
точно ставить их номера и номера пунктов, 
а при самостоятельных работах записывать 
номер работы, варианта и задачи.  

2. Следует заботиться об экономии времени 
при выпол нении чертежей-рисунков. Парал­
лельные и перпендикулярные прямые, конгру­
энтные отрезки и углы, равные расстояния 
и т. д. для задач на вычисление и доказатель­
ство можно изображать «на глаз», пользуясь 
линовкой тетрадей. Все построения удобно вы­
полнять карандашом : основные - линиями 
средней толщины, вспомогате.1ьные - тонки-

ми или штриховыми. Такое графическое 
оформление позволяет в ряде случаев обхо­
диться без пись1v1енного фиксирования хода 
решения.  При р азборе задач по готовым чер­
тежам из учебного пособия не следует эти 
чертежи выполнять на доске и в тетоадях. 
Пусть перед глазами учащихся будет со'ответ­
ствующий рисунок пособия. Только в том слу­
ч ае, когда необходимы сложные вспомога­
тельные построения или полная запись реше­
ния, такой рисунок можно сделать. 

3. З аписи решений могут быть краткими и 
полными. Для значительной части задач ре­
шения можно вообще не записывать, часто 
ограничиваясь одними чертежами-рисунками. 
Таковы, например, задачи на  пересечение и 
объединение фигур,  на  построение образов 
при перемещениях и некоторые другие. Для 
несложных задач можно фиксировать лишь 
основную мысль доказательства ( построения, 
вычисления) и ответ, а в ряде случаев огра­
ничиваться лишь ответом.  

4. Полная запись решений, включающая все 
необходимые ссылки и обоснования, в VI­
V I I I  классах может применяться лишь для не­
которых «Типичных» задач. При этом для од­
них более целесообразна последовател ьн з я  
(линейная) запись используемых утверждений 
и их обоснований. Для других возможны за­
писи в две колонки. В первой последователь­
но с использованием символики записы вают­
ся утверждения, а во второй - их обоснова­
ния. Возможны и такие записи, котпрые со­
держат лишь последовательные фиксации ут­
верждений без указаний их обоснований. 
В кратких и полных записях постоянно сле­
дует пользоваться принятой символюшй, по­
степенно приучая к ней шкоJiьников. С V I I  
класса удобно пользоваться общей схе;vюй :  
( . . .  ) ==> ( . . .  ) : в первых скобках символическJ I  
записываются посылки, во второй - заключе­
ние ( вывод) ; «==>» знак логического следова­
ния.  Можно таким же образом пользоваться 
знаком «�» логической эквивалентности 
(равносильности ) .  

5. Не следует усложнять записи решений 
на  построение. В VI классе для первых задач 
этого рода достаточно одних построений,  а 
позднее можно ограничиваться краткой за­
писью плана построения и самим построени­
ем. Традиционная запись по этапам (план 
построения, построение, доказательство, ис­
следование) может практиковаться не ранее 
чем в V I I  классе. 

6. Ученические записи решений не следует 
жестко регламентировать. Нет нужды в осо­
бом р азуч ивании их форм. Вель гл авное -
решение, а не  запись его. Запись бывает нуж· 



на как одно из средств дополнительной само­
проверки правильности решения, для быстро-
го повторения решения, если в этом возника-
ет нужда.  Однако общие требования к запи­
сям решений учащимся должны быть изве­
стны. Мы имеем в виду такие требования : 

/ 

f F 
1 

а )  краткость и понятность, б )  безошибочное 
применение понятий и утверждений,  в)  пра­
вильное употребление символики, г) грамма- В 
тическая и стилистическая корректность. 

а; 5) Приведем несколько примеров возможных 
записей решений задач из учебного пособия 
«Геометрия 6». 

3 а д  а ч а 8 из п. 1 2. 
Две пересекающиеся прямые разбивают 

плоскость на полуплоскости Р1 и Р2; Р3 и Р4 
(рис. 5, а) . 

б) 
oJ 

а) 
Рис. 5 

а) Найдите объединение полуплоскостей: 
Р1 и Р3; Р2 и Рз; Р2 и Р4; Р 1 и Р4. 

б) Найдите пересечение этих же полуплос­
костей. Здесь для фиксирования решений до­
статочно выполнить 4 рисунка (2 из них мы 
приводим на  рис. 5, б, в)  и з аписать поясне­
ние к ним:  заштрихованная фигура - объеди­
нение, а фигура с двойной штриховкой - пе­
ресечение (для штриховки удобно воспользо­
ваться цветными карандашами ) . 

3 а д а ч а 2 из п. 27 
На прямой, пересекающей стороны данного 

игла. найдите точку, лежащую внутри угла и 
равноудаленную от его сторон. Возможная 
запись: рассмотрим задачу для острого и ту­
пого углов (рис. 6, а, б) . Искомая точка дол­
жна п ринадлежать биссектрисе данного угла 
и данной прямой. Построение: 1 )  строим бис­
сектрису BF угла А ВС; 2) отметим точку К 
пересечения биссектрисы BF и данной прямой 
DE. К - иокомая точка.  Особый случай:  дан­
ная прямая проходит через вершину В данно­
го угла.  Тогда искомая точка - В. 

3 а д  а ч а 7 из п. 34 
А. А 

Дано: DBE = EBC, I AB I = I BC I  (рис. 4) . 
Доказать: [ВЕ) 1 1 [А С] .  

Рис. 6 
А А А А А (В АС = В СА, ВАС + В СА = CBD)=r 

А 1 А 
=r (ВАС =  2 СВ О), 

( А  1 А А 1 А ) 
ВАС = т СВD, DBE =y CBO * 

А А 
=r (ВАС = DBE), 

А А 
(ВАС = DBE) =r (lBE) !1 [АС}). 

3 а д  а ч а 5 нз п. 38 
Дано: Четырехугольник ABCD; I A C I  = n, 

I BD I  = m, точки Е, F, К. L - середины сто­
рон А В , ВС, CD и AD соответственно. 

Найти: Периметр Р четырехугольника 
EFKL ( рис. 7). 

Р = / EF I +  I FK I + 
+ I KL l + I LE I 

[ЕР], [FKJ, [KL], [LЕ] -
средние линии треуголь­
ников ВАС , BCD, C DA, 
DAB 

F п 1 т IE 1= 2. IFK = 2. 

1 К L / = � • 1 LEI = ; 

Р= ; + ; + 

п т + т + 2 = n + т 

3 а д а ч а 3 из п. 30 

По определению 

По условию 

Теорема о средней 
линии 
треугольника 

Дано: a J_ p, bJ_p, а =/= Ь (рис . 8). 
Доказат ь: а 11 Ь. 

Допущение : а iJ.- Ь; (aiJ.- b) =r (а n Ь=М). 
Через точку М проходят два различных пер­
пендикуляра к прямой р - противоречие тео­
реме о единственности перпендикуляра .  Вы­
вод: all b . (В записях при доказательствах 
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в 

Рис. 7 

а 

ь 

р Рнс. 8 

при ведением к п ротиворечию следует отчетли­
во указывать, нз какого допущения исходим, 
в чем противоречие, какой делаем вывод.) 
Обращаем внимание на то, что к этому до­
казательству желательно сделать рисунок. 

В заключение мы рассмотрим одно из ос­
новных требований к решению задач - тре­
бование полноты. Под полнотой будем пони­
мать: во-первых, достижимую на данном уров­
не обучения геометрии логическую обоснован­
ность (аргументированность) решения и, во­
вторых, исчерпывающий характер рассмотре­
ния типичных случаев, охватываемых данной 
задачей. 

Полнота в первом смысле в условиях сред­
ней школы недостижима. Это объясняется тем, 
что доказательства в школьной геометрии 
обычно используют интуитивные утверждения, 
часто «подсказываемые» чертежом-рисунком. 
Простой пример такого рода - доказательст­
во теоремы о свойствах равнобедренного тре­
угольника,  для которого существенно обнару­
живаемое на рисунке и принимаемое без обо­
снования утверждение: основание высоты, 
проведенной из вершины, лежит между кон­
цами основа ния треугольника. Кроме того, в 
школьной геометрии часть утверждений (не  
относимых к аксиомам)  принимается без  до­
казательства. 

С неполнотой решений в смысле логической 
обоснованности нам приходится мириться. Она 
педагогически неизбежна, но ничто не  мешает 
нам правильно разъяснять суть дела уча­
щимся и, может быть, в особо важных случа­
ях указывать те достоверные утверждения, 
которые приходится принимать на основе на­
глядности, без логических обоснований. При 
этом наш долг воспитывать у учащихся «осто­
рожное» обращение с чертежами-рисунками. 
36 

В необходимости этой «осторожности» хорошо 
убеждают многочисленные геометрические со­
физмь!, основанные на ошибочных чертежах. 

Методические рекомендации по усвоению 
учащимися второй части требования полно­
ты - рассмотрения возможных типичных слу­
чаев - могут быть такими. 

1 )  Первые задачи в VI классе и часть задач 
в последующих классах следует формулиро­
вать так, чтобы число возможных случаев бы­
ло ограничено (угол - острый, треугольник -
остроугольный или прямоугольный, четырех­
угольник - выпуклый и т. д. ) .  Если задачи 
содержат явно несколько случаев, то на пер­
вых порах полезно включать в их условия 
требование рассмотреть все основные возмож­
ные случаи, изобразить их на рисунках, ус­
тановить, сколько решений имеет задача, 
и т. д. Подобные напоминания будут при­
учать ш кольников давать полные решения, и 
потом надобности в таких напоминаниях уже 
не будет. 

2) Если поясняющих напоминаний, о ко­
торых только что говорилось, в тексте задачи 
нет, но она охватывает несколько типичных 
случаев, то нужно, чтобы школьники привы­
кали видеть и рассматривать все эти случаи. 
К концу VI класса учащиеся уже должны 
знать о требовании полноты рассмотрения ти­
пичных случаев и руководствоваться им. При· 
ведем в качестве. примера задачу 5 из п. 31 
(«Геометрия 6») .  

Даны луч ОМ и центр симметрии Р. Пост­
ройте луч KL, центрально си.мметричный с 
лучом ОМ. Здесь следует рассмотреть не­
сколько типичных случаев, показанных на 
рис. 9. 

Рис. 9 

3) Одна из особенностей многих геометри· 
ческих задач состоит в том, что они охваты­
вают несколько типичных случаев. Например, 
задача 4 из п. 27 («Геометрия 6») . 

На стороне треугольника постройте точку, 
равноудаленную от двух других его сторон. 

Полное решение складывается из рассмот· 
рения трех случаев:  а )  углы, прилежащие к 
данной стороне, острые, б )  один из них пря· 
мой, в) тупой. В случаях а) и б) задача ре· 
шается просто. И скомая точка - точка пере· 
сечения данной стороны и биссектрисы про· 



8 
А · 1  1 

1 

!А /f>,i-d� А '---�-�C=F А �-�,,__", 
а) oJ 

Рис. 1 0  

L 

тиволежащего ей угла ( рис. 1 0, а, 6) . Случай 
в) заметно трудней. Решение, пригодное в 
предшествующих случаях, здесь «Не прохо­
дит». Но построением [СК] _L [А С] дело сво­
дится к случаю б) . (Отметим,  что перед этой 
задачей было бы полезно для сопоставления 
решить задачу: построить на стороне треуголь­
ника точку, равноудаленную от прямых, ко­
торым принадлежат две другие стороны) .  

Как показывают эти задачи, рассмотрение 
некоторых из возможных типичных случаев 
может затруднить учащихся. Тогда учителю 
следует ввести в условия соответствующие ог­
раничения. Приведем в качестве примера за­
дачу 2 из п. 27 («Геометрия 6») . 

На прямой, пересекающей стороны данного 
угла, найдите точку, лежащую внутри угла и 

И. Л. НИКОЛЬСКАЯ 
(Москва) 

ИЗУЧЕНИЕ ЛОГИЧЕСКОГО СЛЕДОВАНИЯ 
И ЛОГИЧЕСКОЙ РАВНОСИЛЬНОСТИ 
В Vll КЛАССЕ 

В этой статье излагается ряд соображений 
методического характера, возникших в прак­
тике и при анализе опыта обучения понятиям 
«логичес.кое следование» и «логическая равно­
силыюсть». 

В учебном пособии «Алгебра 7» 1 понятие 
<(Логическое следование» вводится на приме­
ре и его определение (в  отличие от опреде­
ления равносильности) в тексте не выделено. 
Опыт показывает, что эта, казалось бы, мало­
значительная деталь оборачивается формализ­
мом в знаниях учащихся, которые бойко фор­
мулируют определение равносильности пред­
ложений ( «Если из первого предложения сле­
дует второе и из второго следует первое, то 

1 Алгебра. Учебное пособие для 7-го класса средней 
школы. Под ред. А. И. Маркушевича. М., «Просвеще­
ние», 1 973 и позже. 

равноудаленную от его сторон. Здесь можно 
ограничиться указанием угла, величина кото­
рого меньше 1 80°. Такого рода ограничения 
могут накладывать на своИ решения и сами 
учащиеся (при выполнении самостоятельных 
р абот) . Исключенные из рассмотрения слож­
ные случаи можно разобрать на кружке. 

4) Требование полноты решения не следует 
распространять на  задачи по готовым черте­
жам, на пересечение и объединение фигур. 
Для первых из них чертеж задает единствен­
ный типичный случай, для вторых - решений 
обычно бесконечно много. 

5) Следует приучать учащихся выявлять, не 
были ли пропущены какие-либо типичные слу­
чаи.  Часто полезен вопрос: «Все ли возмож­
ности рассмотрены?» 

Подведем итог. Изменение содержания 
школьного курса геометрии п ривело к значи­
тельному обновлению системы задач и к не­
обходимости разрабатывать соответствующую 
ей методику. Накопленный методический опыт 
позволил дать по указанным вопросам только 
основные рекомендации.  Творческое участие 
широких кругов учителей в анализе и реше­
нии методических проблем р аботы с геомет­
р ич�скими задачами послужит базой для кол­
лективной разработки методики этого вида 
учебной работы. 

эти предложения назынаются равносильны­
ми» ) , но не могут ответить на вопрос, что 
значит «Следует». К этому времени учащиеся 
уже имеют интуитивное представление о ло­
гическом следовании, знакомы с р азличными 
его примерами. Целесообр азно после рассмот­
рения ряда таких примеров и выяснения их 
общей особенности - невозможности одновре­
менной истинности первого предложения и 
ложности второго - сформулировать опреде­
ление: «Из предложения Р (х) следует пред­
ложение Q (х) , если при всяком значении пе­
ременной, обращающем Р (х) в истинное вы­
сказывание, Q (х) также обращается в истин­
ное высказывание». Таким образом, следова­
ние определяется для предложения с одной и 
притом одной и той же переменной. Такое 
ограничение подразумевается, очевидно, авто­
рами  учебника. В противном случае утвержде­
ние « ... равносильны те и только те уравнения 
или неравенства, множества решений которых 
совпадают» (с. 87) некоррект.но. Однако упо­
минание об этом ограничении содержится 
только в замечании на с. 87, касающемся 
уравнений и неравенств, не имеющих р еше­
ний. Предлагаемое нами определение без осо-



бых трудностей усваивается учащимися, его 
легко обобщить, и ,  главное, оно обеспечивает 
естественность и корректность перевода на 
теорети ко-множественный язык. 

Однако умение правильно сформулировать 
определение и даже умение решать с его по­
мощью задачи из учебника еще не свидетель­
ствуют о ясном понимании сущности логиче­
ского следования.  В этом J1егко убедиться, 
предложив учащимся такое упражнение. 

Задайте множество значений переменной 
так, чтобы на этом множестве из предложе­
ния «Х -- четное число» следовало предложе­
ние «Х делится на 3». 

Если предоставить учащимся решать эту за­
дачу самостоятельно, то, как правило, элемен­
тами составленных ими множеств будут толь­
ко числа, кратные 6; например, {6, 1 2, 1 8} .  
На вопрос, можно ли включить в искомое 
множество числа 1 , 2 или 3, учаш,иеся дают 
отрицательные ответы, что для чисел 1 и 3 
неверно. В самом деле, высказыв1шия « 1  -
четное число» и « 1 делится на 3» оба ложны, 
а это не противоречит определению логиче­
ского следования, запрещающему лишь одно­
временную истинность первого предложения 
и ложность второго; при х, равном 3, первое 
высказывание ( «3 - четное число») ложно, а 
второе ( «3 делится на  3») истинно, что также 
допускается определением. Интересно, что, 
решая подобную задачу для равносильности, 
учащиеся включают в искомое множество как 
те значения переменной, при которых оба 
предложения истинны, так и те, которые да­
ют ложные высказывания. По-видимому, не­
симметричность отношения следования яв­
ляется психологическим барьером, мешающим 
усмотреть непосредственное и, казалось бы, 
очевидное следствие из его определения, со­
стоящее в том ,  что следование исключает 
только вторую возможность из четырех - «ис­
тина, истина», «истина,  ложь», «Ложь, исти­
на»,  «Ложь, ложь», допуская тем самым все 
остальные. Преодолеть эту трудность, как и 
ряд других, помогает теоретико-множествен­
ная трактовка следования. В учебнике такая 
трактовка дается только для равносильности, 
смысл которой постигается учащимися значи­
тельно легче, чем смысл следования. 

Связь между логическим следованием и 
включением множеств устанавливается сле­
дующим утверждением : 

Пусть Р (х) и Q (х) - два уравнения или 
неравенства; из Р (х) следует Q (х) тогда и 
только тогда, когда множество решений Р (х) 
есть подмножество множества решений Q (х) . 
Справедливость этого утверждения почти оче­
видна:  
38 

1. Пусть P (x) =>Q (x) ; тогда вся·кое реше­
ние Р (х) я вляется решением Q (х) , т. е. мно­
жество решений Р (х) яв.пяется подмножеством 
множества решений Q (х) . 

2. Пусть множество решений Р (х) - под­
множество множества решений Q (х) ; тогда 
всякое значение х, обращающее Р (х) в истин­
ное высказывание, обращает Q (х) также в 
истинное высказывание, т. е. Р (х) =:;.-Q (х) . 

Понятие «Множество истинности предложе­
ния с переменной», воспринимаемое учащими­
ся совершенно естественно, как обобщение по­
нятия «множество решений уравнения (нера­
венства) », дает возможность обсуждать на 
теоретико-множественном языке вопросы ло­
гического следования для любых предложений 
с переменной, а не только для уравнений и 
неравенств. Так, рассматривая приведеш1ыi'1 
выше пример, учащиеся освобождаются от 
последних сомнений в том, что в искомое мно­
жество наряду с числами 6, 1 2, 18 можно 
включить числа 1 и 3, как только убеждаются ,  
что на множестве { 1 ,  3, 6, 1 2, 1 8} множество 
истинности предложения «Х - четное число» 
есть подмножество множества истинности 
предложения «Х делится на 3» ({6, 1 2, ! 8}с 
с{3, 6, 1 2, 1 8} ) . 

ОбDащение к теоDетико-множественной 
трак;овке следования о�обенно полезно в тех 
случаях, когда речь идет о следовании, не яв­
ляющемся «эффективным», т. е .  таким, кото­
рое обеспечивается соответствующими преоб­
разованиями предложения ( например, возве­
дением обеих частей уравнения в квадрат, ум­
ножением на одно и то же число и т. п . ) . Так, 
для решения № 326 из учебника («Среди дан­
ных неравенств укажите такое, из которого 
следуют все остальные»} достаточно изобра­
зить на координатной прямой множества ре­
шений данных неравенств, после чего ответ 
непосредственно считывается с рисунка. 
( Кстати говоря,  теоретико-множественная ил­
люстрация следования с очевидностью обна­
руживает его транзитивность, о которой в 
учебнике ничего не сказано.) 

Подобным образом, т. е .  с помощью рисун­
ка, легко получить ответы на вопросы типа: 
«При каких значениях параметра из неравен­
ства (уравнения) ,  содержащего этот пара­
метр, следует неравенство (уравнение) без па­
раметра?» Таков, например, вопрос упражне­
ния № 492 (а }  («При каких значениях а из 
неравенства х>а следует неравенство х> 1 2?»  
или аналогичный, но более трудный вопрос 
относительно неравенств / x l >а и / x l  >3. От­
вет на последний вопрос: а � 3) . 

Тот же вопрос относительно неравенств 
\ x l_:<:a и l x l  < З  дает повод д.ля естественно-



го распространения определения следования 
на случай, когда множество истинности пер­
вого предложения пусто. (Нам кажется нело­
гичным отказываться от такого расширения 
определения, поскольку для равносильности 
это в учебнике сделано . ) · После того как уча­
щиеся в качестве искомых значений а назовут 
все положительные числа ,  не превосходящие 
3, перед ними следует поставить вопрос, ка­
ким будет множество решений первого нера­
венства при а, равном О, при отрицательных 
значениях а. Выяснив, что это множество 
пустое, и вспомнив, что пустое множество счи­
тается подмножеством любого множества ,  уча­
щиеся готовы к принятию следующего согла­
шения: 

Для д·вух неравенств (уравнений, вообще -
предложений) с одной и той же переменной 
будем считать, что из первого следует второе 
и в том случае, когда множество решений 
(множество истинности) первого пусто. 

На основании этого соглашения в искомое 
множество кроме всех положительных чисел, 
не превосходящих 3, включаются все неполо­
жительные числа.  Окончательный ответ: 
(х<а) * (х< З) при а :::;;; З. 

Изучение логического следования описан­
ным способом дает еще ряд преимуществ, 
сверх перечисленных. Теоретико-множествен­
ная трактовка равносильности предложений 
(в том числе - неравенств и уравнений, не 
имеющих решений )  получается как очевидное 
следствие из определения р авносильности и 
теоретико-множественного толкования следо­
вания и легко выводится учащимися само­
стоятельно. Сопоставление свойств логиче­
ского следования и равносильности с помо­
щью их теоретико-множественной интерпрета­
ци.и позволяет наглядно продемонстрировать 
учащимся сходство этих поня-гий (транзитив­
ность) и различие (несимметричность первого 
и симметричность второго ) . 

Выявив транзитивность следования и рав­
носильности, мы получаем основание для за­
писей в виде «цепочек» решений уравнений, 
неравенств, доказательств неравенств и пр. 
Культивировать такие записи, на наш взгляд, 
совершенно необходимо: во многих случаях 
они позволяют кратко, но со всей полнотой 

отразить ход рассуждения, дисциплинируют 
мысль учащегося, заставляя его з адуматься 
над правомер ностью переходов от одного зве­
на «цепочки» к другому, дают учителю воз­
можность легко обнаружить ошибку в р ассуж­
дении и определить ее характер. Приведем 
пример записи решения неравенства в виде 
«Цепочки» равносильностей : 

{ x > - i  rx E J - 1 ; оо [  
( j x l < l )  <=> <=> i <=> 

х < 1 1 х Е ] - оо; 1 [ 

<= > (х Е ] - 1 ; оо 1 n ] - оо; t [) <=> (х Е ]- 1 ;  1 [ ). 

О т в е т: J - 1 ;  1 [ 

Разумеется, эту з апись можно сократить, 
опустив некоторые или даже все промежуточ­
ные звенья; однако умение восстановить ее 
полностью мы рассматриваем как критерий 
осознанности решения. 

Коснемся некоторых более мелких вопро­
сов. 

В место слов «Не следует», «Не равносиль­
ны» мы использовали символы следования и 
равносильности, перечеркивая их. Это суще­
ственно упростило работу над многими упраж­
нениями, позволив сократить и упорядочить 
записи. 

Выяснение вопроса о р авносильности пред­
ложений в ряде случаев облегчается,  если 
пользоваться утверждением : «Предложения Р 

и Q равносильны тогда и только тогда, когда 
они одновременно (при одинаковых значени­
ях переменных) истинны или ложны». Экви­
валентность этого утверждения определению 
равносильности через следование очевидна. 

в ·  заключение нам хочется выразить удов­
летворение тем, что логические понятия стали 
предметом специального изучения в школь­
ном курсе м атематики, и ,  вместе с тем, неко­
торую неудовлетворенность: опыт показывает, 
что локальное их изучение в течение несколь­
ких часов на уроках алгебры не дает замет­
ного развивающего эффекта. 

Нужны методические разработки по даль­
нейшему использованию и развитию понятий 
«Логическое следование» и «логическая рав­
носильность» в курсах алгебры и геометрии 
восьмилетней и средней школы. 
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Р. А. ХАБИБ 
(Москва) 

.МПИВИЗАЦИЯ УЧl:::БНО-ПОЗНдВд ТЕЛЬНОЙ 
ДЕЯТЕЛЬНОСТИ ШКОЛЬНИКОВ Нд УРОКЕ 

Принципы развивающего и воспитывающего 
обучения, которые взяты на вооружение со­
ветской школой, все решительнее заявляют о 
себе при соr;ершенствовании ыетодической си­
стемы преподавания основ наук. В педагогиче­
ской литературе в последние годы утверждает­
ся термин «учебно-познавательная р абота 
школьников» вместо термина  «учебная рабо­
та». Этим словосочетанием подчеркивается 
треСювание единства обучения  и развития по­
знавательных сил учащихся, воспитания у них 
творческих способностей и высокой умствен­
ной культуры. 

Активизация самостоятельной деятельности 
пшольников на уроке может р ассматриваться 
в двух аспектах, касающихся их коллективной 
и индивидуальной учебно-познавательной ра ­
боты, организуеl\IоЙ и направляемой учителем .  
В месте с тем эти аспекты отнюдь не исчерпы­
вают все м ногообразие педагогических проб­
лем организации самостоятельной работы уча­
щихся в процессе обучения м атематике. 

В дополнение к тому, что известно учите­
л я м  об индивидуализации обучения (без чего 
не может быть воспитания творческой актив­
ности и самостоятельности мышления каждого 
ученика ) ,  следует особо остановиться на зна­
чении и особенностях коллективной учебно­
познавательной р аботы школьников на  уроке. 

Коллективная работа учащихся на уроке 
существенно отли чается от обычной фронталь­
ной работы : она в первую очередь характе­
ризуется постоянным учебно-познавательным 
общением школьников на  уроке. 

Рассмотрим в качестве примера выполнение 
упражнений  на этапе закрепления знаний.  Не­
решю учителя применяют один и тот же при­
ем организации фронтальной работы: очеред­
ное учебное задание дается всему классу, фа­
за индивидуальной работы практически отсут­
ствует, так как искомое решение тотчас же 
рассматривается у доски одним или несколь­
кими учениками. В данном случае обычно са­
мостоятелыю работают кроме опрашиваем ых 
л и шь самые сильные. Учителя не учитывают, 
однако, того, что при этом общее для всех за ­
дание не исключает фазы индивидуального его 
выполнения. Чтобы и ндивидуальная  р абота 
в с е х  учащихся была успешной, целесообраз­
но, во-первых, предварять ее коллективным об­
суждением сущности задания, возможных пу-
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тей решения, ожидаемых результатов и т. п . ;  
во-вторых, завершать ее коллективным обсуж­
дением полученных ответов, а нализом ошибок 
и недочетов, установлением наиболее рацио­
нального способа решения и изучением воз­
можности его применения. 

П риведем пример. После изучения теоре­
мы косинусов в VI I I  классе учащиеся могут 
вычислить длину стороны треугольника по 
данным длинам двух других сторон и величи­
не угла ,  лежащего против неизвестной сторо­
ны.  После выполнения задания такого типа 
учитель дает классу дополнительное з адание: 
«Как провести вычисления, если известно, что 
величина данного угла ,  к примеру 3°, задана 
приближенно с точностью. до 1 °» .  

При обсуждении этого задания ученики кол­
лективно выясняют, что косинус этого угла 
также приближенное число. Учитель может 
подсказать здесь, что точность искомого зна­
чения cos 3° можно определить при помощи 
четырехзначных математических таблиц 
В. М. Брадиса . Повторив определение верных 
цифр прибJi иженного ч исла, установив, какие 
значения может принимать величина данного 
угла (от 2 до 4°) , учащиеся выполняют инди­
видуальную работу, сводящуюся к 0нахожде­
нию и сравнению значений cos 2 � 0,9994, 
cos 3° � 0,9986, cos 4° � 0,9976. (Из опреде.1е­
ния верных цифр и свойств тригонометриче­
ских функций следует, что cos 3° � 0,9986 и ме­
ет три верных значащих цифры, что необходи­
мо учесть при определении точности всех по­
следующих вычислений по известным учени­
кам правилам . )  

По вызову учителя учащиеся сообщают свои 
ответы, некоторые из них (до разбора пр_а ­
вильности использованных путей решения) за­
писывают на доске, «защищают» их. После 
этого класс коллективно оценивает их пра­
вильность и возможность обобщения решен­
ной задачи. Такая работа находит свое про­
должение при решении ряда важных практи­
ческих задач на измерение и вычисление. 

П редлагаемое на уроке индивидуальное за­
дание должно быть доступным и интересныл1 
большинству учащихся класса , иначе его н е т  
смысла делать пред метом общей самостоя ­
тельной работы. Кроме того, по  содержанию 1 1  
форме решения оно должно быть удобным для 
быстрого перехода от коллективной работы к 
индивидуальной и от индивидуальной к ко.1 -
лективной .  В тех случаях, когда часть урока 
систематически отводится на индивидуальную 
работу учащихся , необходимо обратить особое 
внимание на рациональное исПОJ1ьзование вре­
мени.  Например, целесообразны в этом отно­
шении м атематические диктанты или устное 



решение задач и упражнений ( с записью од­
них ответов, вычерчиванием геометрических 
фигур, показом соответствующих моделей, 
карточек с изображением нужной цифры, бук­
вы, значка ) .  Л аконичность ответов при выпол­
нении таких заданий, использование специаль­
ных карточек «обратной связи»,  графических 
средств и геометрических моделей - все это 
многократно увеличивает интенсивность р або­
ты уч<1щихся. 

Приведем пример задания, в котором раци­
онально сочетается коллективная и индивиду­
альная  учебно-познавательная работа уча­
щихся. 

Ученикам IV класса при закреплении прие­
мов решения уравнений дается задание: «Изо­
бразите графически число легковых и грузо­
вых м ашин автопарка ,  если легковых машин 
в 4 раза меньше, чем грузовых». Каждый уче­
ник должен начертить в своей тетради отрезок 
длиной в одну клетку (число легковых ма­
шин) и отрезок длиной в четыр е  клетки (чис­
ло грузовых машин) . Обходя класс, учитель 
смотрит, когда можно продолжить чтение за­
дачи : «Найдите, сколько легковых и сколько 
грузовых машин имеет автопарк, если всего 
машин было 525». 

Ученики записывают: х+4х=525, 5х=525, 
Х= 1 05 И 4х= 420. 
О т  в е т: 1 05 легковых и 420 грузовых м ашин. 

Повышение эффективности самостоятель­
ной работы может быть достигнуто р ассмотре­
нием новых задач, полученных из только что 
разобранной задачи. Например, по чертежу 
к предыдущей задаче целесообразно рассмот­
реть новую, но сходную по условию задачу: 
«В автопарке грузовых м а ши н  на 525, или в 
4 раза,  больше, чем легковых. Сколько . грузо­
вых и легковых машин имеет а втопарк?» Пе­
ред индивидуальной работой учитель предла­
гает обсудить, что изменилось в условии за­
дачи, и затем решить ее самостоятельно. 

Полезно разобрать дополнительно еще и та­
кую задачу: «В автопа рке грузовых м а шин в 
4 раза больше, чем легковых, а легковых в 
4 р аза меньше, чем грузовых. С колько тех и 
других машин имеет автопарк?» Выясняется, 
что задача не может быть решена однознач­
но: буквенные выражения решений суть х и 
4х. Вторая часть условия новой информации 
не несет - это по-другому записанная первая 
часть условия. Учитель предлагает учащимся 
назвать в этом случае возможное количество 
тех и других машин. При этом выясняется, 
что по смыслу задачи число х может быть 
только положительным и целым. 

Отвечает требованию р ационального соче­
тания коллективной и индивидуальной: работы 

учащихся т:�кже использование упражнений 
с набором готовых возможных ответов. Учени 
ку достаточно указать соответствующий код 
ответа, который он считает правильным . .  

Например,  на  уроке в VI классе на  дос1'е 
записаны следующие уравнения: 

1 )  х+х=2х; 2)  х+х=2,5х; 3) у-у=О; 
4) а+ 1 5 = 1 5+а; 5) Ь-4,2 = 5; 6) у+6= 

= У+2,5. 

Учитель ставит р яд вопросов. Ученики запи­
сывают в тетрадях только номера уравнений, 
которые являются ответом на поставленный 
вопрос. (Правильность решения может обсуж­
даться сразу же либо после выполнения всей 
серии из 4-5 упражнений. )  

Какие из заданных уравнений: 
1 )  не имеют решения ;  (2,  6) 
2) имеют бесконечное множество решений; 

( 1 ,  3, 4) 
3 )  имеют единственное решение; (5) 
4)  имеют только отрицательные решения? 

(Нет. ) 
Весьма «экономичным» оказывается выпол­

нение учебных заданий на м атериале  иллюст­
раций: и записей учебника, демонстрационных 
обучающих средств (настенные таблицы, диа­
фильмы и др.) . 

Большое значение для активизации обуче­
ния м атематике имеет то обстоятельство, что 
учитель может использовать коллективные и 
индивидуальные р аботы учащихся во время 
объяснения нового м атериала.  Это особенно 
необходимо в тех случаях,  когда требуется 
тут же на уроке узнать, насколько успешны,1 
оказалось первичное осмысливание и закреп­
ление новых знаний, как формируются умения 
по применению этих знаний к решению задач 
и т. п. 

Даже немногочисленные примеры, рассмот­
ренные выше, позволяют сделать вывод о тех 
полезных изменениях в структуре и содержа­
нии учебно-познавательной деятельности уча­
щихся, к которым приводит введение в нее 
этапа коллективной работы. Прежде всего по­
nышается эффективность и ндивидуальной ра ­
боты учащихся, которая теперь организуется 
и корректируется их коллективной. работой,  а 
не только при помощи объяснении, вопросов, 
комментариев учителя .  Постоянное чередова­
ние индивидуального и коллективного этапов 
р аботы учащихся содействует выявлению и ис­
правлению возможных ошибок ( притом часто 
без непосредственного участия учителя ) . Сами 
ошибки при этом становятся предметом об­
суждений, что повышает познавательную роль 
выполняемых з аданий. Школьники учатся 
критически осмысли вать своп и чужие суж-



дения, быстро р азбираться в сущности з ада­
ния.  

Коллективная учебно-познавательная дея­
тельность учащихся, организуя и корректируя 
их индивидуальную р аботу, осуществляет 
важную обучающую функцию, которая заклю­
чается в совершенствовании управления про­
цессом обучения. Регулярная обратная  
связь - необходимый признак такого управ­
ления. 

Не следует, однако,  з абывать, что в связи 
с rюстепенным усвоением новой темы (раз­
дела)  все большим числом учащихся класса 
организация коллективной (фронтальной или 
групповой) работы может стать нецелесооб­
разной. В таких случаях для отставших от 
класса по тем или иным причинам учащихся 
определение учебных заданий, проверка пра­
вильности их работы, оказание необходимой 
помощи и т. п .  осуществляются учителем пу­
тем индивидуальной работы . Существенная 
помощь здесь может быть оказана· известны­
ми средствами индивидуализации обучения, в 
частности раздаточным дидактическим мате­
риалом. При переходе к изучению новых во­
просов курса,  которые необходимо усвоить все­
му классу, главную организационную роль в 
построении урока вновь начинает играть кол­
лективная учебно-познавательная деятель­
ность учащихся. 

Эта совместная и согласованна я  деятель­
ность учащихся организуется и направляется 
с помощью вопросов и других учебных зада­
ний, предлагаемых учителем классу, с помо­
щью сгп объяснений и резюмирующих заклю­
чений. Однако постепенно учитель привлекает 
к организацпи учебной р аботы на уроках ма ­
тематики самих учащихся, побуждая их ста­
вить учебные проблемы, определять возмож­
ные пути их решения, проверять свои догадки 
и предположения,  оценивать сделанное и воз­
можности применения полученных з наний. 

Новая программа  средней школы по м ате­
матике рекомендует использовать при изуче­
нии р яда теоретических вопросов индуктив­
I!ые, в частности опытные, методы установле-
1шя фактов, в том числе использование непо­
средственного практического опыта учащихся. 
Некоторые учителя ошибочно относят эту ре­
комендацию лишь к IV и V классам.  Однако 
использова ние опыта,  наблюдений, индукции 
в качестве полноправного компонента позна­
вательной деятельности важно во всех клас­
сах, например,  для а ктивизации самостоятель­
ной учебно-познавательной деятельности 
школьников. При этом необходимо поощрять 
осуществляемые учащимися без чьей-либо по­
мощи попытки обобщения, попытки использо-

вания аналогий и т. д . .Ясно, что в некоторых 
случаях ученики Получают неверные утверж­
дения, но «ошибаться и приучаться проверять 
результат - часть процесса обучения» 1 •  Обра­
щение к опыту и примеру экономит время 
учащихся, предупреждает их от грубых оши­
бок. Таким образом, со многими положениями 
и фактами школьного курса целесообразно 
знакомить учащихся при помощи сочетания 
индуктивных и дедуктивных методов. Повто­
ряем, что это относится не только к IV-V, но 
и к последующим классам. 

Следует отметить особо, что ряд дидактиче­
ских преимуществ индуктивных и эксперимен­
тальных методов изучения математики прояв­
ляет себя только в условиях коллективной 
учебно-познавательной работы учащихся. Н а­
блюдения,  опыт, эксперимент естественным об­
разом связаны с индивидуальной работой уча­
щихся. А сравнение отдельных результатов, 
получение индуктивного вывода, обобщение 
опытных данных также естественно отвечают 
природе коллективной учебно-познавательной 
работы. 

В условиях классно-урочной системы в хо­
де выполнения и ндивидуальной работы уча­
щихся она неизбежно дифференцируется по 
результатам этой работы (по времени выпол­
нения, осознанности действий, по.1ноте и точ­
ности решения и т. д. ) .  Задача пос.rrедующей 
коллективной работы - дать ученикам общую 
картину их результатов, их оценку, показать 
пути исправления ошибок. В этом отношении 
она сильно отличается от предшествующей 
коллективной р аботы, однако природа у них 
одна и та же: совместная согл асованная учеб­
но-познав�тельная деятельность. К тому же, 
когда циклы в сочетании р азличных видов 
учебной р аботы следуют один за другим,  этап 
завершения индивидуальной работы непосред­
ственно перерастает в этап определения содер­
жания целей последующей индивидуа.пьной 
работы. 

В некоторых случаях учителя дают учени­
кам различные индивидуальные задания, од­
нако эта и ндивидуальн а я  работа имеет все же 
определенный общий аспект (по полученным 
результатам, по применяемым умственным 
действиям и т. п . ) , что обеспечивает эффек­
тивность совместной работы учащихся. На­
пример , практические работы по вычислению 
отношения длины окружности к диаметру, по 
вычислению числовых значений ряда тождест­
венно равных друг другу выражений и т. · п., 
несмотря на различные исходные объе1<тh1 у 

1 Клайн М. Логика против педагогики. В кн.: Ма· 
тематика. Науч1ю- мстпл1"1сс1шi'1 сборник. Выn. 1 1 1. М" 
<Высшая шко.па», 1973, с. 41.., 



учащихся, должны привести к одинаковым 
(или примерно одинаковым) результатам.  
Фактически мы имеем дело с единой и ндиви­
дуальной учебной работой. 

Определенные педагогические задачи, стоя­
щие перед учителем, требуют в некоторых 
случаях организации промежуточной (между 
фронтальной и индивидуальной деятельно­
стью) коллективной работы учащихся в фор­
м е  работы групп. Групповая работа может 
быть единой, т. е. общей для всех групп, на 
которые разбивается класс, либо дифферен­
нировашюй. ',,Единая групповая работа явля­
ется целесообразной тогда, когда перед ней 

ОБ АППЛИКАЦИЯХ 

Н. д. ПРИДд ТКО 
(г. Киев) 

НА ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ 

Демонст;Jация плоских моделей на верти· 
калыюй плоскости обычно осуществляется 
с помощью магнитной доски или фланелегра­
фа. В журнале «Математика в школе» расска­
зывалос.ь и о способе изготовления для этой 
цели электретных пленок ( 1 975, № 3) . Мы 
расскажем о простом приспособлении, с по­
�ющыо которого можно легко крепить и сво­
бодно перемещать в вертикальной плоскости 
демонстрационные модели из бумаги, кальки, 
целлофана, лавсана и триацетатной пленки. 

Все указанные м атериалы хорошо крепятся 
под действием статического электричества 
к полиэтиленовой пленке (из которой, как из­
вестно, дела�отся пакеты, обложки для тетра­
дей и т. п . ) . Отсюда вытекает следующее кон­
структивное решение. Лист полиэтиленовой 
пленки 40Х60 см с подложенным под него 
листом белой бумаги или куском белой ткани 
того же размера укрепляют на круглой дере­
вянной палке, как географическую карту. 
Снизу к полиэтилену прикрепляют еще одну 
такую х. е  палку, причем нижний край ткани 
(бумаги) к палке не прикрепляется. Для под­
вешивания к классной доске к верхней палке 
прикре11ляется шнур. 

Существует два способа крепления аппли­
каций на этом приспособлении: поверх пленки 
или между листом пленки и тканью (бума­
гой ) . Перед креплением аппликапии пленка 
натирается сухой тряпкой, а по приложенной 

ставятся цели :  а)  усиления взаимопомощи, 
взаимного контроля;  б) организации  творче­
ского соревнования между группами (звенья­
ми, рядами, парами или тройками учащих­
ся - соседей по парте ) ; в) увеличения учеб­
ных контактов учащихся (по сравнению с кол­
лективной работой класса ) ;  г) формирование 
ю1выков работы в сравнительно м аленьких 
коллективах, где значение индивидуальной ра­
боты каждого участника группы сильно воз­
растает. Вполне естественно возникает группо­
вая работа, когда в школе организуются меж­
предметные практические работы (по матема­
тике и физике,  по матем ати ке и химии и т. п. ) .  

аппликации проводят рукой, как бы разглажи­
вая ее. 

Для совмещения нескольких аппликаций 
(например, вырезанного из бумаги транспор­
тира и вырезанных из цветной бумаги изме­
ряемых углов) используют оба способа креп­
ления : подкладывают углы под пленку, 
а транспортир крепят поверх пленки. (Бума­
гу следует брать рисовальную или еще более 
тонкую. )  Если же используется лавсановая 
пленка, то ее можно крепить поверх полиэти­
лена в 2-3 и более слоев. Эта пленка выпу­
скается Кусковским химическим заводом 
комплектами из нескольких разноцветных л и­
стов большого формата и продается как ма­
териал для занятий по труду. Аппликации из  
нее очень красивы и прочны. 

Бесцветная триацетатная пленка ( из отмы­
тых рентгеновских снимков и т. п.) большей 
толщины. Она может использоваться для из­
готовления подвижных деталей в моделях, 
демонстрируемых тем же способом. Таковы 
модели для демонстрации центральной сим­
метрии и поворота. Подвижные детали в них 
крепятся к белой бумаге, в центре поворота,  
тонкой (0,3 мм) медной проволокой либо нит­
кой. Для этого в сложенных вместе бумаге 
и пленке прокалывается иглой отверстие, 
в которое протягивается проволока, закручи­
ваемая затем с обеих сторон спиралью, виток 
к витку, причем витки лежат в одной плоско­
сти. Бумажный слой этих пособий надежно 
коепится на полиэтиленовой пленке. · Изображения фигур на раз.� ичных пленках 
выполняются полосками цветной бумаги, при­
клеенными клеем БФ-2. 

Хранится приспособление в рулоне, а моде­
ли к нему - в папках. 
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К СОСТАВЛЕНИЮ ЗАДАЧ И УПРАЖНЕНИЯ 

ПО МАТЕРИАЛАМ 'РАЗВИТИЯ НдРОДНОfО 
ХОЗЯИСТВА СССР 1 

Т а б л и ц а 

Полиmче сна я  на р та мира в 1919 г. 
и на се редину 1975 г. 

1919 r. 1975 r. 

"' "' '" - "' .;;; - "' "' '-' "'  " "' "'  
"'" "' о о." " о 
о "'  "' "' о "'  � ;  ... � '"' "' � :::. :: - " :r  "' :r  о. • "' с. • "' а.. ::: (,) � со. =  u i  "' "' "' "'  "' "'  "' "'  t- ;z :r: "'  .... "' :r: "'  .. 

Весь мир . . . . . . 135 , 8  1 777 135 , 8  3967 
в том числе: 
Социалистические с тра н ы  21 , 7 138 35 , 2  1 27-! 
Остальн ые страны . . 1 1 4 ,  1 1 639 100 , 6  2693 

Т а б л и ц а 2 

Темпы роста производительности труда 
в промышленности (в расчете на одного 

работающего) 

Страны 1950 , . • , 1965 r. / 1970 r. , 1975 r. 

СССР 100 256 338 452 
Болгария . 100 264 367 508 
Венгрия . 1 00 205 243 327 
ГДР . • •  100 280 375 486 
Польша 100 262 334 485 
Румыния . lOU 343 488 665 
Чехословаки11  100 238 309 4 1 2  
Югославия . 100 1 85 238 281 
США . . . . .  IUO 172 192 220 
Великобритан : . я  100 144 1 64 188 
Италия . 100 293 385 384 
ФРГ 100 192 251 293 
Франция 100 195 259 285 
Япония 100 433 756 828 

Т а б .1 11 ц а  3 

Темпы роста п ро�1ышленноЯ п р од у кции 

Весь мир . • • . .  
Страны социализыа 
Остальные страны • • 
В том ч исле: 
Развитые кашпалистические стра н ьi . 
Развивающиеся страны . • • . . . . 
По отдельным странам 
СССР • • • • . . . . . 
Болrарпя • 
Венгрия • • • . 
ГДР • • • • .  
Польша • • • .  
Румыния . • . 
Чехословакия . 
Югославия • • .  
США . • • • . . 
Великобритани п  . 
Италия • •  
ФРГ • • • •  
Франция 
Япония • . . 

1950 r. 1 1955 r. 

IOO 147 
. 100 1 9 1  

100 135 

100 132 
100 156 

100 1 85 
100 190 
100 1 85 
100 190 
100 212  
100 207 
100 170 . 100 141 
1()() 1 29 . . 100 1 1 9  
100 149 
100 173 . 100 13.5 
100 1 96 

1960 г. 1965 r. 1 1970 r. 1 1975 г. 

206 285 388 494 
354 501 723 1 1 00 
1 67 227 298 338 

1 62 218 284 309 
234 329 459 6 !7 

304 458 689 987 
397 691 1200 1800 
267 386 523 713  
294 392 537 732 
338 475 708 1200 
340 649 1 1 00 2100 
282 364 505 699 
262 434 582 857 
1 45 1 99 238 2.53 
135 160 177 178 
221 328 465 502 
242 319  426 444 
180 231 300 336 
382 748 1500 1700 

Рост доли стран социализма в мировой промышленной продукции: 1917 r.- менее 3 % ;  1 922 r. ·-- при· 
мерно 1 % ;  1937 r.-менее 10 % ;  1 950 r.- примерно 20 % ;  1 975 r.-более 40 % .  

1 Материалы подобраны К .  П. Сикорскuд из статистического ежегодника 
ЦСУ СССР «Гlародное хозяйство СССР в 1975 г.». 
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Т а б л и ц а  4 
П роизводст во основных видов п ромышленной продукции в отде л ьн ы х  страна х 

Электроэнергия, млрд. кВт · ч . . . . . . 
Нефть (включая газовый конденсат) ,  

млн.  т . . . • . . . . . . •  
Газ естественный, млрд. м8 
Уголь (товарн.), млн. т . .  
Чугун ,  млн. т . . . . • . . • , • 
Сталь, млн.  т . . . . . . • . . . . . , . 
Минера.1ы1ые удобрения (в усл.  ед.), млн. т 
Химические волокна и нити, тыс. т . • . 
Тепловозы и эде1,тровозы магистральные, 

шт . . . . . • . . . . . . . . . .  
Тракторы, тыс. шт. . , • • . . . . 
Цемент, млн. т • . • , • . . • • • . • 
Сахар-песок (из отеч. сырья), млн. т . 
Мясо ( в  убойном весе), млн. т . . . . .  
Молоко, млн. т , , , . • • . . . , . . 

1940 r. j 1975 r, 

I 

1975 г. 

Бол r а • В ен r •  Поль · Румы· Чех о· Юго- Ве.ш Е О ·  И т а ·  Фран• СССР рия 1 рия 1 ГД Р \ ш а  \ н и я  1 с-��1�• - 1 
с.1шя 

1 США \ бр:��· - 1 лия 1 Ф Р Г  \ ц и я  1 5lп оиия 
48 , 6  I 1039 1 25 , 2  

3 1 , 1 
3 , 0  

1 63 
1 4 , 9  
1 8 , 3  
3 , 3  

1 1 ,  1 

1 4  
3 1 , 6  

5 , 8  
2 , 2  
4 , 7  

33 , 6  

491 
270 
645 
103 
1 4 1  

90 , 2  
955 

1770 
550 
122 
7 , 4  

1 5 , 0  
90, 8  

О, 1 
о, l 

27 , 8  
1 , 6 
2 , 3  
.З , 2  

68 , 2  

5 ,  1 
4 , 4  
0 , 3  
0 , 7  
1 , 8  

20 , 5  

2 , 0  
5 , 2  

24 , 9  
2 , 2  
3 , 7  
3 , 2  

20 , l 

37 
0 , 6  
3 , 8  
0 , 3  
1 , 5  
1 , 8  

84 , 5  

247 
2 , 5  
6 , 5  

1 2 , 2  
283 

147 
4 , 0  

1 0 , 7  
0 , 7  
1 ,  7 
8 , 2  

97 ' 1 53 , 7 

0 , 6  1 4 , 6  
5 , 8  3 1 , 6  

2 1 1  27 , 1 
7 , 8  6 , 6  

1 5 , 0  9 , 5  
1 2 , 7  8 , 5  

220 159 

496 333 
57 , 5  50 , 0  
1 8 , 6  1 1 , 5  

1 ,  7 0 , 5  
3 , 0  1 , 3 

1 6 , 4  4 , 5  

59 , 2  

O ,  l 
0 , 9  

1 14 , 4  
9 , 3  

1 4 , 3  
4 , 9  

140 

475 
5 1 , О  

9 , 3  
0 , 8 
1 , 3  
5 , 6  

40 , 0  

3 , 7  
1 , 6 

35 , 5  
2 ,  1 
2 , 9  
2 ,  1 

82 , 4  

33 , 2  
7 ,  1 
0 , 5  
1 , 3 
3 , 8  

2100 

4 1 2  
555 
585 

73 , 8  
109 

79 , 5  
3000 

1 442 
270 

65 , 0  
5 , 5  

23 , 7  
52 , 4  

282 

1 ,  1 
33 , 2  

1 28 
1 2 , 2  
1 9 , 8 

6 , 6  
600 

253 
1 43 

1 6 , 9  
0 , 6  
3 , 3  

1 4 , 0  

1 146 

1 , 0 
1 3 , 8  

1 , 3  
1 1 ,  4 
21 , 9  

8 ,  1 
400 

93 
123 

34 , 3  
1 , 3 
2 5 

10 : 5 

286 

5 , 7  
2 1 , 0  

2 1 6  
30 , 1 
40 , 4  
1 8 , 9  

800 

422 
1 1 2  

32 , 9  
2 , 4  
4 , 5  

21 , 6  

1 84 

1 , 0 
1 0 , 2  
25 , 5  
1 7 , 9  
21 , 5  
22 , 5  

300 

227 
55 
28 , 0  

3 , 0  
5 , 4  

29 , 8  

460 

0 , 6  
2 , 8  

1 9 ,  1 
86 , б 

102 
1 5 , 5  
1 300 

322 
280 

64, 0  
0 , 5  

5 , 0  

Т а б л и ц а  5 

Производство основны х видов промышленной продукции на д ушу на селения в отдельных: с т ра н а х  

1940 г .  \ 1975 r ,  197.о r. 

СССР Болrа·  \ Венr• \ \ По.1ь· Румы· \ Ч�хо- \ Юrо- 1 \ Велнко- 1 Ита- 1 1 Ф ра н· 1 5!п о-
ри я рия Гд Р ша 1 н и я  с.�,��а- с;� авия  1 США б�,'�,�а - лия Ф Р Г  ц11я 11ия 

Электроэнергия, кВт · ч . • . . . . . • •  249 4083 2893 1 94 1  501 5  2854 2527 4002 1 875 9840 5023 261 4  4767 3484 4 1 49 
Нефть (включая газовый конденсат), кг 159 1929 1 4  190 " .  1 6  687 1 0  173 193 1  20 1 8  96 1 9  5 , 5  
Газ естественный, м а  . , • , , • . . . • 1 5  1060 1 3  491 1 70 1 486 63 73 2603 592 247 35 1 193 25 
Уголь (товарн.), кг . . • , . • • . . . . 836 2535 3 1 89 2361 1 4 673 621 8  1 275 7728 1 664 2740 2282 23 3595 4 83 1 72 
Сталь, кг . . • • . . . . . . •  , . . . •  94 556 260 348 .З85 441 449 968 137 51 0  353 392 676 408 92 1  
Минеральные удобрения (в усл. ед.), к г  1 6 , 8  355 363 300 722 374 402 328 97 372 1 1 8  1 46 31 6  425 1 40 
Химические волокна и нити, кг . , . . . O, l 3 , 8  7 , 8  1 ,  9 1 7  6 , 5  7 , 5  9 , 5  3 , 9  1 4  1 1  7 13 6 1 2  
Цемент, кг • • . . . . . . . . • • . . . 30 480 500 357 631 545 542 629 331 305 301 6 1 4  550 530 577 
Сахар-песок (из отеч. сырья), кг . . . . . 1 1 ,  l 29, 3  36 29 43 49 24 57 25 26 1 2 24 40 57 4 
Мясо (в убойном весе) , кr· . . . . . . . .  24 59 76 140 102 90 62 91 6 1  1 1 1  59 45 75 102 
Молоко, кг • • . • . • • • • • • . . . .  172 357 206 174 487 482 213 376 178 245 250 188 361 565 45 



Т � б л и ц  а 6 
Основные показатели развития на родного хозяй ства СССР 

1 1940 г. \ 1950 г. , 1960 г. \ 1965 г. 1 1970 г. , 1971 г. \ 1972 г. \ 1973 г. t 1974 r. , 1975 r. 

Вся п родукция п ромышленности . . . . . . 100 172 
В том числе: 
производство средств п роизводства (груп-

па А) . . .  . . " " . " . . 100 204 
производство п редметов п отребления 

(группа Б) 100 122 
Валовая п родукция с ельского хозяИства 
В том числе: 

земледелия . . . . . . . . . . 100 99 

100 97 
животноводства • • 100 104 

Грузооборот всех видо в  трансп орта . 
В том числе железнодорожного . . . . . 
Розничный товарооборот гос у да рственной и 

к ооперативной торговли . . . . 
Численность рабочих и служащих • . . 
Производительность труда 
в п ро мышленности . . . . . . . . . . . 
в колхозах, с овхозах и п рочих с. -х. п роиз-

водственных п редприятиях . 
на ж.-д. транспорте . . . . . . . . . . 

. . . . 
в строительстве . . . . . . . . . . . . 
Реальные доходы на душу населения . . . 
Средняя денежная зарплата рабочих и слу-

жащих • • • • • • • • • • • • • • • • • •  

100 144 
100 143 

100 1 07 
100 1 19 

1 00 145 

100 100 
1 00 1 10 
1 00 125 
1 00 134 

100 194 

А. Я. ХАЛАМААЗЕР 
(Москва) 

АЛЬТЕРНАТИВНО ИЛИ ИНТЕГРАЛЬНО! 

Многочисленные наблюдения показали, что учитель 
математики большей частью оценивает письменные ра­
боты альтернативно: решено - не решено, верно - не­
верно. Так, если работа состоит из четырех отдельных 
заданий, то учитель может, например, за верное ВЫ· 
полнение трех заданий поставить «4», двух заданий -
«3». При этом задания, выполненные частично или с 
ошибкой, иногда не учитываются, если они не доведены 
до конца. 

В упражнении, где требовалось представить данное 
выражение в стандартном виде многочлена («Алгебра 
6», № 630д) , ученик написал: 

5х (а - 3х+ 1 ) - 4х (а - 4х - 3) =  
= 5ах - 15х2 + 5х - 4ах + 16х2 - 12х= 

= х2+ах - 7х, 

т. е. в одном месте поставил неверный знак. Учитель не 
засчитал решение этого примера, хотя «рациональное 
зерно» в решении его учеником нетрудно обнаружить. 

Для более точной оценки знаний и навыков школь­
ника представляется целесообразным, чтобы учитель 
учитывал каждый этап выполнения задания. В приве· 
денном примере несколько действий выполнено верно, 
и это следовало бы как-то учесть при оценке всей ра-

боты. 
В некоторых странах предусматривается оценка каж­

дого отдельного этапа решения даже для сравнительно 
несложных задач. Например, в Венгрии и ГДР к тек­
стам экзаменационных работ прилагаются инструкции 
для учители, в которых каждая экзаменационная зада­
ча разбивается на этапы, расцениваемые очками. 

46 

520 786 1 1 83 1274 1357 1459 1575 1694 

666 1 053 1589 1713 1830 1980 2146 2316 

321 437 654 705 745 788 843 897 
161 1 80 221 224 214 249 242 227 

1 46 161 204 201 1 85 236 212 190 
192 223 265 275 273 290 305 297 
380 559 774 827 865 935 998 1052 
357 464 593 627 656 703 736 769 

316 423 628 671 717 754 799 854 
1 83 227 266 274 281 287 294 301 

298 37;2 492 523 550 584 621 657 

203 239 328 339 325 383 375 350 
228 296 377 394 409 433 451 467 
285 367 448 471 496 518  546 576 
250 298 398 416  432 454 472 493 

244 292 368 380 393 408 426 440 

В одной из экзаменационных работ за курс средней 
(двенадцатилетней) школы ГДР была предложена сле­
дующая задача: 

Заданы функции: 
Y=f<x) =0,25х2; 
у = g (x) = -О,5хЧ 1,5х+6. 

Графики этих функций пересекаются в точках Р1 и Р2. 
а) Вычислите координаты точек Р1 и Р2• 
б) Вычислите координаты точки графика функции 

g (х) , в которой функция достигает локального экстре­
мума. 

в) Графики этих двух функций ограничивают неко­
торую плоскую фигуру. Постройте схематический чер­
теж и определите величину площади этой фигуры. 

В инструкции (только для учителя!)  эта задача рас­
ценена восемью очками. 

а) Приведение квадратного уравнения к 
нормальной форме 1 очко 

Определение координат точек Р1 и Р2 1 » 
б) Нахождение абсциссы точки эстремума 1 » 

Нахождение ординаты точки экстремума l » 
в) Схематическое изображение обеих па-

рабол » 
Составление формулы для площади » 
Вычисление неопределенного интеграла » 
Определение искомой площади » 

Аналогично расценены и остальные 4 обязательные и 
3 необязательные экзаменационные задачи (из необя­
зательных задач ученик должен решить только одну) 1. 

При правильном решении всех шести задач ученик 
может набрать 40 очков. Далее в инструкции приво­
дится таблица, согласно которой за 39 или 40 очков 
ставится «очень хорошо», за 32 очка - «хорошо», за 

1 Об экзаменационных задачах в школах ГДР см. 
статью автора «Экзамены по математике в ГДР» 
(«:Квант», 1976, No 5, с. 69). • .  



24 очка - �удовлетворительно», за 1 4  очков - «доста­
точно». Лишь тем, кто не набрал 14 очков, ставится 
оuенка «недостаточно». 

В венгерской школе аналогичная инструкция преду­
сматривала оценку «достаточно» уже за 6 очков из 
40 возможных, «удовлетворительно» - за 13 очков, 
«хорошо» - за 22 и «очень хорошо» - за 33 очка. 

Оценку, при которой учитывается не только выпол­
нен11е задания в целом, но и выполнение отдельных 
этапов решения, обычно называют интегральной; она 
янляется более объективной, так как позволяет более 
точно выявить знания и навыки школьника. 

О вступительных экзаменах 
по математике в вузы 
11 техникумы в 1976 r. 

ЕСТЕСТВЕННЫЕ ФАКУЛЬТЕТЫ 
МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТ А 

Под готов и тельная работа. Подготовка к 
приемным экзаменам на  естественные факуль­
теты Московского университета была начата 
уже в феврале. Были выработаны общие тре­
бования к характеру знаний поступающих и 
стилю задач для письменного экзамена. На  
письменном экзамене решили предложить 
пять задач. Первые три из них должны быть 
достаточно простыми,  чтобы подавляющее 
большинство поступающих могло с ними 
спрапиться и тем самым обеспечить себе по­
ложительную оценку. Остальные же две долж­
ны быть повышенной трудности, чтобы по ним 
можно было судить не только о знаниях в 
объеме средней школы, но и об умении само­
стоятельно мыслить. 

Большая работа проделана по составлению, 
обсуждению и отбору задач. Особое · внимание 
мы уделяли тому, чтобы не было большого 
разброса по трудности между четырьмя вари­
антами письменных заданий по каждому фа­
культету. 

Естественно, самый высокий уровень задач 
был предложен на  механико-математическом 
факультете, следующий - на биологическом и 
химическом и третий - на факультете почво­
ведения и географическом факультете. 

Приводим по одному варианту письменных 
заданий, которые предлагатrсь на каждом из 
естественных факультетов. 

Биолоrическнй факультет 
1. Решнть у rа внение 

j s i n  х + cos х 1 = 1 + sin 2х. 
'ltk 

о т в е т: 2, k Е z. 

Н а м  представляется целесообразным в младших клас­
сах шире применять интегральную, а в старших клас­
сах - альтернативную оценку. 

Остается лишь добавить, что ошибка ошибке рознь. 
За ошибку в сложении дробей 

3 в 3 + s  1 1  
4 + 9 = 4 + 9  = 13" 

или за ошибку в примере 
1g3 + lg7 = lg lO  = 1 

следует, как нам кажется, безоговорочно ставить не­
удовлетворительную оценку. 

2. Решить неравенство 

1 
-3 logx-I 3 + log 1 (х - 1 )  > l log 1 (х - 1) J. 

3 3 

О т в е т: ] 2; 4 [. 
3. Имеются две смеси No 1 и 2, составленные из од­

них и тех же веществ А, Б, В, но взятых в различных 
весовых соотношениях. В смеси № 1 вещества В в 9 раз 
меньше, чем вещества А, и в 2 раза меньше, чем ве­
щества Б. Соединив 6 кг смеси № 1 ,  3 кг смеси No 2 
и добавив 1 кг вещества А, получим новую смесь, в ко­
торой вещества А в 6 раз больше, чем вещества Б, 
а вещества В столько же, сколько вещества Б. Требует­
ся определить весовое соотношение веществ А, Б, В 
в смеси No 2. 

О т в е т: 8 : 1 : 3. 
4. Дана трапеция ABCD, сторона АВ которой пер­

пендикулярна основаниям ВС и A D. На стороне АВ как 
на диаметре построена окружность радиуса )'6, которая 
касается стороны CD. Другая окружность радиуса 2 
касается сторон A D  и CD и пересекается с первой 
окружностью, имея с ней общую хорду длины )'6. 
Центры обеих окружностей расположены по разные сто­
роны от общей хорды. Найти площадь трапеции ABCD. 

4 
О т в е т: S = 2 уб (у3 + 1} у3.. 

5. Доказать, что у равнение 

ух = -х2 + 8х - 15 

не имеет решений. 

Геоrрафический факультет 

1. Большой насос перекачивает за час на 5 м'3 воды 
больше, чем малый насос. Резервуар объемом 1 20 м3 
наполнялся вначале п ятью малыми насосами. I(огда ре­
зервуар был наполнен наполовину, два малых насоса 
заменили двумя бодьшими. СкоJiько кубических метров 
перекачивает малый насос, если известно, что резервуар 
наполнился за 5 ч? 

О т в е т: 4. 
2. Решить уравнение 

3 ух - 1 + 1 х - 5 1 = 6. 
О т  в е т: {2; 5} . 

3. Решить уравнение 
1 + sln 2x =  cos x - sin x. 

О т в е т: {27tl; ; (4l - l) ! Z E Z}. 

4. Решить перавенство 

log ,.,_ 12x+зo (1og2 
2�) > О. 

10 



О т в е т: J 2 , 5; 6 - yб [ u ] lO; оо [. 
5. В трапеции ABCD диагонали АС и BD взаимно 

А А 
перпендикулярны, ABD = A CD. На продолжениях боко­
вых сторон А В  и CD за большее основание AD отложе­
ны отрезки АМ и DN так, что получается новая трапе­
ция MADN, подобная трапеции ABCD. Н а йти площадь 
трапеции MBCN, если площадь трапеции ABCD равна 
S, а сумма величин ее углов при большем основании 
равна 150°. 

О т в е т: 4S. 
Факуnьтет почвоведения 

l . Два насоса заполняют два одинаковых бака воды. 
Вместе они заполнили бы один бак за 3 ч. За сколько 
времени каждый из них заполняет свой бак, если из­
вестно, что первый насос делает это на 2,5 ч быстрее 
второго? 

О т  в е т: 5 ч; 7,5 ч. 
2. В прямоугольном треугольнике перпендикулярно ги­

потенузе через ее середину проведена прямая, отсекаю­
щая треугольник, площадь которого в три раза меньше 
площади исходного. Найти углы исходного треуголь­
ника. 

3. Решить уравнение 

1t 1t 
О т в е т: б и 3 . 

sin 12х + 9s in� Зх - 3  cos2 3х = 3. 

о т в е т: { ± 1� + 11:; 1 k Е z} . 
4 .  Н айти все значения параметра а ,  при которых 

меньший корень уравнения 

х2 -'(2 + "У13 sin 2а) х + 2 у3 sin 2а = О 
ра вен су мме квадратов корней уравн е н и я  

2 • cos2 а - у2 
Х + Х S I П  а + 2 = 0. 

о т в е т: {11:� - 1� + (-I )k ; l k Е Z}. 
5. Решить н е равенство 

3,5 + Iog 1 (х7 + х1 - 3) < О. 
х• 

3 
О т в е т: J у3; со [ .  

Химический факуnьтет 

1 .  Две лодки отплыли одновременно от пристани А 
к п р истани В (пристани расположены на берегу одного 
озера).  Когда вторая лодка прошла третью часть п ути, 
от пристани А в том же направлении отправилась 
третья лодка. Kor да первой лодке оставалось пройти 
четвертую часть пути, третья лодка прибыла в В. Ско· 
рость второй лодки на 5 км/ч меньше, а скорость пер­
вой - на 7,5 км/ч меньше, чем скорость третьей лодки. 
Найти скорость третьей лодки. 

О т в е т: 15 км/ч. 
2. Решить неравенство 

2 + (1 х 1 - 2) log2 1 7 > х2 - 4 1 х 1 + 2  log2 34. 
О т в е т: [- log2 17; -4] U [ '!; J og2 17] .  

3.  В треугольнике АВС и з  вершины В проведены вы­
сота треугоJн,ннка BD и биссектриса треугольника ВЕ. 
Известно, что дюша стороны АС равна 1, а величины 
углов ВЕС, ABD, АВЕ, ВАС образуют арифметическую 

<i3 

прогрессию (в указанном порядке) . Найти длину сто­
роны ВС. 

О т  в е т: 0,5. 
4. Найти все решения уравнения 

(2 - y3) (2 - y/3sin x + cos x) = 4 cos2 (х - � ) .  
которые являются и решениями у ра в не н и я  

( 1"3 ) ctg х + 2 + 12 cos х + sin3 х + 1 =0. 

о т в е т :  { 2; + 211:k; - ; + 2т;.k 1 k Е z}. 
5.  В кубе ABCDA'B'C'D', где АЛ', ВВ', СС', DD' -

параллельные ребра, плоскость п проходит через точ­
ку D и середины ребер A'D' и C'D'. Найти расстояние 
от середины ребра АА' до плоскости п, если ребро куба 
равно 2 см. 

Механнко-маrемаrическнн 
факуnыет 

О т  в е т; 1 см. 

! .  Решить уравнение 
2 

lg ( + + cos2 х )  
logs!n 2х IO. 

о т в е т: { ; + 11:k 1 k Е z}. 
2. Решить нераве нство 

24 1 

1 - 25-У < 5-У _ 5• 
О т  в е т: J -oo; -log56) LJ [--- ! ;  О [. 

3. В прямоугольном треугольнике АВС угол С пря­
мой, а величина угла А равна 30°. Длина высоты СС1, 
проведенной из вершины прямого угла н а  гипотенузу 
АВ, равна 5у2:° Из точки С1 проведены биссектрисы уг­
лов СС1А и СС1В, пересекающие стороны АС и ВС 
в точках 81 и А 1 соответственно. Найти длину отрезка 
А 1В 1• Указать ее приближенное значение в виде деся­
тичной дроби с точностью до 0,0 1 .  

О т в е т: I A1B1 / = 10 ( y3 - 1 ) ;:;:: 7,32. 
4. Прямой круговой конус таков, что угол между его 

основанием и образующей равен агссоs 5/,3• Вне конуса, 
касаясь плоскости основания в точках В, ,  В2, Вз, лежат 
три шара, каждый из которых касается дuух других ша · 
ров и некоторой образующей конуса. Радиус меньшего 
шара равен 1 .  Кроме того, известно, что радиусы двух 
шаров равны между собой. Известно также, что тре­
угольник В1В2Вз - прямоугольный. Найти радиус осно· 
вания конуса. 

5. Действительные числа а, Ь, с таковы, что а < Ь < с. 
Кроме того, известно, что если любое lf3 них подставить 
вместо у в равенство 

х2 + у - 1 х - -1- = 0 у2 у . 
то. по меньшей мере одно из двух оставшихся чисел бу· 
дет содержаться среди корней получившегося квадрат· 
но го уравнения. Доказать, что О <  Ь < 1 .  

Решение 4-й и 5-й задач варианта, предло­
женного на механик.о-мателtатиц.еско,и фак.у,�ь­
тете. Так как к поступающим на мехмат б ыл и 
предъявлены более серьезные требования 



именно в дnух последних задачах каждого ва­
рианта, то мы приведем решения эти х  задач. 

3 а д  а ч а 4.  Обозначим через х искомый ра­
диус основания конуса ,  а через а - угол меж­
ду образующей конуса и его основанием . (по 
условию задачи cos a=5/l3) . Центры шаров 
обозначим соответственно через 01, 02, 03, а 
их  радиусы - через R1, R2, R3. Допустим ,  что 
р авны радиусы первых двух шаров. Пусть 
R 1 =R2= r, Rз= р  ( по условию miп (r, p) = l) .  

Точки I<асания шаров с конусом обозначим 
через Ci ( i = 1 , 2 ,  3) , вершину конуса - через 
S, ее проекцию на плоскость основания - че­
рез О, точку пересечения образующей SC с 
плоскостью основания - через К. Обозначим, 
наконец, через В; проекцию О; на плоскость 
OCIIOBШlllЯ (рис . ! ) .  

Рис. 1 

Рис. 2 

Из рис. 2 видно, что -��������� 
1 В; В j 1 = i1 ( П t + R j )2 - ( R 1 - N j )� = 

= 2 V Rt Ri· 
Та ким образом, 

I B1 B2 / = 2r, / B1 B3 l = I B2 B3 / = 2 Vrp. 
Из условия, что треугольник В1В2Вз прямо­

угольный, следует, что r=2p и ,  следователь­
но, р= 1 ,  r =2. Таким образом, окончательно 

! В1 В2 1 = 4, I B 1 Bз l = I B2 Bз l  = 2 V2. 
Если провести плоскость через ось конуса 

и центр i-го шара О;, ТО образующая sci 
(а тем самым, и точка С; ) будет лежать в 
этой плоскости. В самом деле, если бы обра­
зующая SC;. не  лежала в этой пло.скости. то 

образующая, симметричная sci по отношению 
к этой плоскости, также касалась бы шара,  
что невозможно. 

Аналогичными р ассуждениями доказывает­
ся, что точка Bi также лежит в этой плос­
кости. 

Теперь можно перейти к поиску соотноше­
ний между р асстояниями j OBi 1 - Из рис. 3 на ­
ходим 

1 В1 К t I = R i tg т. 

s 

Рис. 3 

Так как cos a = 5/1 3, то 

t ..::__ == -vl - cos а = � 
g 2 1 + cos а 3 • 

Следовательно, 
2 

\ B; K1 I =  3 Ri ·  

Пусть х - радиус основа ния конуса, тогда 
в силу предыдущего 

l oB1 l ·= I OK1 I + \ B1 K1 I  = х + + �t· 

Итак, 
OB1 I = I OB2 / = х + 4/3, 1 ОВ3 / = х + 2/3. 

Мы видим, что точка О лежит на  биссектри ­
се  прямого угла треугольника В1В2Вз. Логи­
чески возможны три случая,  все они изобра. 
жены на  рис. 4. 

I 

Рис. 4 

Пусть /i - высота, проведенная из  вершины 
В3 н а  гипотенузу. Тогда в первом случае 

lz - 1 ОВ3 !  = 'J/J OB 1 J2 - 4. 
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Но из  предыдущего следует, что h = 2, 
1 ОВ1 1 = х+

4/з, поэтому предыдущее равенст­
во принимает вид 

V(x+ � )2 - 4 = + - х. 
3 Отсюда находим, что х = 4. 

Во втором случае 
! ОВ3 1 - h = У/ ОВ1 /2 - 4. 

Приняв во внимание уже известные нам  ра­
венства, находим ,  что для определения х м ы  
получаем уравнение 

V(x + �)2 - 4 = х - � .  

Легко убедиться, что это уравнение не и ме­
ет решений и ,  значит, второй случай невоз­
можен. 

В третьем случае имеет место р авенство 
/ OBз l + h  = У! ОВ 1 !2 - 4. 

После подстановки вместо 1 ОВ1 I, 1 083 1 и h 
их значений, приходим к уравнению 

V(x + � )2 - 4 = х + � .  

Легко убедиться, что решением этого урав­
нения является отрицательное число. 

Итак, возможен только первый случай, и 
поэтому искомый радиус равен 3/4 . · 

3 а д  а ч а 5. Заметим,  что 
xz + У у2 1 х - + = �2 (х2 у2 + ху - х - у) . 
Положим 

Н (х, у) = х2 у2 + ху - х -· у. 
Очевидно, что Н (х, у) = Н (у, х) . Отсюда сле­
дует, что ес.1и уравнение Н (х, а) =0 имеет ко­
рень х = Ь, то уравнение Н (х, Ь) = 0  имеет ко­
рень х = а, и т. д. 

Р ассмотрим уравнение Н (х, Ь) = 0, которое 
эквивалентно уравнению 

2 Ь - 1 1 -· О х + -ь-2 - х- т - . 
Согласно условию, это уравнение имеет сво­
им корнем по меньшей мере одно из чисел а, 
с. Докажем , что они оба являются его кор­
нями.  

Пусть, например, уравнение Н (х, Ь) = О 
имеет корни х 1 = а и х2 =1= с . Это означает, что 
Н (а, Ь) = О  и Н (с, Ь) 7'- О. Применим к урав­
нению Н (х, Ь) = О  теорему Виета. Мы можем 

1 утверждать, что ах2 = - Ь '  т .  е .  аЬх2 = -1 
(х2 =1= с). 
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Рассмотрим теперь уравнение Н (х, с) =0. 
Число Ь не может быть его корнем, так как 
Н (Ь, с) ::РО согласно предположению. Следо­
вательно, его корнем является число а, т. е. 
Н (а, с) = 0. Мы пришли, таким образом, к вы­
воду, что 

Н (Ь, а) = Н (с, а) = О, 
т. е. что уравнение Н (х, а) = 0  имеет своими 
корнями числа Ь и с. 

Применим теперь теорему Виета к уравнению 
Н (х, а) = О; в результате найдем, что Ьс = 

1 = - - , т. е .  что аЬс = -1 . 
а 

Но это р авенство противоречит ранее на­
писанному равенству baxz = - 1  (х2=Р с) .  

Подобным же образом рассматривается 
случай Х1 = с, Х2=#=а. 

Поскольку а и с являются корнями урав­
нения Н (х, Ь) = 0, то имеет место равенство 

b - I 1 х2 + li2 х -
ь = (х - а) (х - с). 

Поскольку а < Ь < с, должно быть 
(Ь - а) (Ь - с) < О. 

Следовательно, 

т. е . 

или иначе 

ь2 + ь - 1 ь - _1 < о ь2 ь ' 
ь• + Ь- 2 < О  ь ' 

<ь - 1нь2 + ь + 2> / о  ь . <__ • 
Поскольку Ь2 + Ь + 2 = (Ь + 0,5)2 + 7 /4, 

Ь - 1 должно быть -ь- < О. 

Случай Ь < О  невоз�ожен, поскольку прп 
этом и Ь - 1 < О  и, значит, ь ь 1 > О. Остается 
одна возможность Ь > О . Но при этом должно 
быть Ь <  1 .  

Утверждение доказано. 
Заключительные замечания. Эюаменацион­

ная комиссия несколько переоценила возмож­
ности поступавших, поскольку их знания ока­
зались по ряду р азделов программы слабее, 
чем мы ожидали и чем они были в предыду­
щие годы. Имеются серьезные пробелы в зна­
ниях по геометрии (в  том числе по планимет­
рии ) , решении алгебраических и тригономет­
рических уравнений, составлении уравне1шй 
по условию задач, решении неравенств, прове­
дении тождественных преобразований, обра� 
щении со знаком абсолютной величины.. 



Вызывает удивление, что с первыми тремя 
задачами {они были на всех факультетах не­
сложные) не могли справиться многие посту­
павшие, были среди них и те, кто получил в 
школе аттестат с отличием. 

В то же время заслуживает упоминания тот 
факт, что отличные оценки за письменные ра­
боты получили выпускники не  только москов­
ских школ, но и школ других мест Советского 
Союза. 

Хотелось бы выразить надежду, что переход 
средних школ на новую программу по матема­
тике не только повысит идейную сторону ма ­
тематической подготовки, но и не  снизит фор­
мальных навыков. 

МА ТЕМА ТИЧЕСКИй ФАКУЛЬТЕТ 
МГПИ ИМ. В. И. ЛЕНИНд. 

Б. В. Гнеденко 

(Москва) 

На письменном экзамене по математике бы­
ло предложено 1 0  вариантов, каждый вариант 
содержал пять заданий: 1 )  алгебраическая за­
дача на составление уравнения или системы 
уравнений; 2) тригонометрическое уравнение; 
3)  показательное уравнение или логарифми­
ческое неравенство; 4 )  стереометрическая за­
дача;  5) планиметрическая задача .  

Варианты были составлены так, что пер­
вые три задания были стандартными, р ассчи­
танными на выпускника школы со средней 
подготовкой. Две последние задачи ( геометри­
ческие) были также нетрудными, но 1'ребова­
ли определенного уровня геометрического 
мышления. 

Результаты работы следующие:  из 307 по­
ступавших (на 1 75 мест) оценку «5:i> полу­
чили 23, оценку «4» - 8 1 ,  оценку «3» - 1 38, 
оценку «2» - 65. 209 абитуриентов не решили 
планиметрическую, 202 - стереометрическую 
задачу. Логарифмическое неравенство не ре­
шили 87 поступавших, тригонометрическое 
уравнение - 1 00, с алгебраической задачей не 
справились 83 человека. 27 абитуриентов не 
сумели выполнить ни одного из предложен­
ных заданий. 

Рассмотрим типичные ошибки, допущенные 
абитуриентами в письменных работах. 

1. Абитуриенты неправильно называли угол, 
под которым образующая конуса видна из 
центра шара, вписанного в конус; вместо угла 
SO' А чаще всего брали угол SЛ О ( рис. 1 ) .  

I I .  Неверно строили линейный угол двугран­
ного угла.  Много ошибок бьто допущено в по-

строении сечений куба 
или пирамиды задан­
ной плоскостью. 

П р и м е р 1. В кубе 
ABCDA 1B1 C1D1  через 
вершину В и середины 
М и N ребер AD и СС1 
проведена плоскость. 
Найти угол, под кото-
рым эта плоскость на-
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клонена к плоскости Рис. 

грани ABCD. 
Нужное сечение BMPN (рис.  2 ) , где К= 

= (ВМ) П (DС) , P = (KN) П (DD1 ) . Линейным 
углом двугранного угла ВМ является угол 
NFC, где F= ( СЕ) П (МВ) , Е - середина  [АВ] ;  
так как ( FC) J_ ( ВМ) ,  следовательно, и 
(NF) J_ (BM) (по теореме о трех перпендику­
лярах) . Очень часто в качестве сечения посту­
пающие брали д BMN! В качестве линейного 
угла двугранного угла ВМ многие указывали 
угол NBM. 

Рис. 2 

П р  и м  е р  2. В кубе A BCDA 1B1C1D1  qерез 
диагональ АС основания ABCD и середины М 
и N ребер A 1D1  и D1C1 проведена плоскость. 
Найти угол, который составляет эта плоскость · 
с плоскостью грани DD1C1C куба. 

Пусть К - середина  [СС1] , (DK) .L (NC) , 
(DK) П (NC) = F  (рис. 3) ; искомый угол AFD. 
Почти н икто из  абитуриентов не. назвал этот 
угол, чаще всего н азывали и определяли вели­
чину угла NCA. 

П р и м е р  3. В правильном тетраэдре SABC 
через вершину С проведена плоскость, перпен­
дикулярная грани SAB и параллельная (АВ). 
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Рис. 3 

Найти площадь полученного сечения, если реб­
ро тетраэдра имеет длину а. 

Так как тетраэдр правильный, то основани­
ем высоты СН, проведенной из вершины С, яв­
ляется центр правильного Л ABS (рис. 4) . Се­
кущая плоскость проходит через эту высоту и 
пересекает плоскость ABS по прямой А 1 В1 ,  
параллельной (АВ ) . Искомое сечение -
Л А 1В 1 С. 

5 

с 

А 

в Рис. 4 

Многие поступавшие проводили высоты из 
точки С в гранях SBC и SCA и утверждали,  
что искомое сечение проходит через эти вы­
соты. 

I I I .  Многие поступавшие неверно определя­
ли площадь сечения .  

П р  и м  е р  1 .  В пирамиде SABCD основани­
ем является прямоугольник со сторонами 
I A B l = a  Vз, IAD l = a. Боковое ребро SC 

перпендикулярно плоскости основания. Вычис­
лить площадь сечения пирамиды плоскостью, 
проходящей через (BD) параллельно (SA),  
если (SA) наклонена к плоскости основания 
под углом 30°. 

О= (ВD) П (А С) , (OF) ll (AS) ,  FE [SC] ,  
Л BFD является сечением (рис. 5) . Так как 
этот треугольник не равнобедренный, то высо­
той, проведенной к основанию BD, не может 
быть [ FO] , как это утверждало большинство 
решавших эту з адачу. 

Необходимо провести (FH) ..L (BD) , где Н -
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основание перпендикуляра,  опущенного из 
точки С на (BD) . 
I BH I : I HD I = 1 вс 1 2 :  I CD l 2= a2 : 3a2= 1  : 3. 

П р  и м  е р  2. Основанием пирамиды SABCD 
с конгруэнтными боковыми ребрами служит 
прямоугольник A BCD со сторонами I AB I  =а, 
IAD 1 = 2а. Найти площадь сечегtия пирамиды 
плоскостью, проходящей через вериtину А, се­
редину ребра SC и параллельной (BD),  если 
высота пира.миды имеет длину За. 

С1 - середина [SC] , О = (А С) П ( ВD) , 
(SО) П (А С1 )  = 01 (рис. 6) . Проведе�! прямую 

Рис. 6 s 

с 

А 

через 0 1  параллельно (BD) . Она пересечет 
ребра SB и SD в точках В 1  и D1 соответствен­
но. Площадь сечени я  AB1C1D1 равна сумме 
площадей треугольников AB 1D1 и B1D1C1 • По­
строи м  их высоты. Проведем в плоскости АВС 
(АН) ..l (BD) , тогда I BH /  : I HD 1 = 1 :  4; 



(HH1 ) 1! (SO) , H 1e (B1D1 ) .  По теореме о трех 
перпендикул ярах (AH1 ) J_ (BD ) . и так как 
( B 1D 1 )  1 1 ( BD ) , то (AH1 ) J_ (B 1D 1 ) .  Итак, 
[A H1 J  - высота ЛА В1D 1 .  ( С1Н2) 1 1 (АН1 ) ,  Н2Е. 
Е. (B 1D1 ) ,  [С 1Н2] - высота ЛС1В1D1 . Многие 
поступавшие считали высотами треугольников 
[А 01]  и [О1 С1 ] . 

IV. При решении логарифмических уравне­
ний и неравенств абитуриенты неправильно 
находили область определения логарифмиче­
ской функции ,  деJi али ошибки при использо­
вании монотонности этой функции при основа­
нии логарифм а, меньшем 1 .  

П р  и м е р  1 .  Решить неравенство 
log " (2х + 1 )  >- log " (х2 + 1 ). tg 3 tgg-

Так как tg ; < tg � = 1 , то О < tь -� <  

< 1 .  { 2х + 1 <:;: х2 + 1 ,  
2х + 1 > О. 

Решая систему уравнений, получим ответ: 
] -0,5; О] U [2 ; оо [. Многие поступавшие при ре­
шении этого неравенства писали :  2х+ 1 �х2+ 
+ 1 ,  причем не учитывали и того, что 2х+ 1 >0. 

П р  и м  е р  2. При решении неравенства 
I ogзx+2 x < 1 

абитуриенты не учитывали область определе­
ния логарифмической функции, не рассматри­
вали двух возможных случаев для основания 
логарифма. 

V. При решении уравнения 
3 

зУ-х• 
-�3�- = 1 ,5 
2 .3Yx+ I 

3 
многие поступавш:1е обозначали 3vx через z, 

3 
получая z2 ра вным 3-Y.r• , что неверно. 

VI. Н аблюдались случаи потери корней при 
решении тригонометрического уравнения в 
связи с тем, что поступавшие не учитывали об­
ласти определения функuии или д�.1или урав­
нение на  выражение, содержащее перемен­
ную. 

П р и м е р  1 .  Решить уравнение 
cos 3х + sin 2х + cos x = О. 

После тождественных преобразований полу­
чаем следующее уравнение: 

cos х (sin х + cos 2х) = О . 
Отсюда поступавшие переходили к ура внению 

sin x + cos 2x = О, 

и при этом теряли серию решений х = ; + 1tn, 
п Е Z, обращающих в нуль cos х. 

П р  и м  е р  2. При решении уравнения 
< t х . 2 SШ Х •  g 2 = SШ Х 

многие не учитывали область определения 
х tg т· 

VII .  Встречались ошибки и при решсшш 
простейших тригонометрических уравнений. 

V I I I .  Планиметрические задачи, как прави­
ло, вызывали большие трудности. 

Результаты устного экзамена по м атемати­
ке следующие :  из 239 абитуриентов оценку 
«5» получили 58, оценку «4»-85, оценку «3»--
80, оценку «2»- 1 5  человек. 

Н аибольшие з атруднения поступающие ис­
пытывали при изложении следующих вопро­
сов: 1 )  измерение величин, 2) доказательство 
существования иррациональных чисел, 3) рав­
носилыюсть уравнений и неравенств, 4 )  дока­
зательство тригонометричестшх формул и тож­
деств, 5) построение графиков функций y = ­
Ioga (x+2) , y = 2sin (3x+л/2) и т .  п" 6)  пре­
дел последовательности, 7) вывод формул 
при решении простейших тригонометрических 
уравнений, 8) прогрессии, 9) степень с рацио­
нальным показателем . 

Экзаменаторы отмечают следу1_ощие недо­
статки в ответах абитуриентов: 1 )  отсутствие 
четкости в определениях периода функции ,  
возрастающей и убывающей функций,  четной 
и нечетной функций, параллельных и скрещи­
вающихся прямых, в определениях прямой, 
перпендикулярной плоскости, тригонометриче­
ских функций ;  2) свойства элементарных 
функций абитуриентами не доказываются, а 
выводятся из  графика соответствующей функ­
ции.  

В закл ючение приводим некоторые вариан­
ты предложенных на экзамене письменных ра­
бот. 

В а р и а н т  1 

1 .  Два туриста идут друг другу навстречу из горо­
дов А и В, расстояние между которыми 30 км. Если 
первый выйдет двумя часами раньше второго, то они 
встретятся через 2,5 ч после выхода второго туриста. 
Если же второй выйдет на 2 ч раньше, чем первый, то 
встреча r1роизойдет через 3 ч после выхода первого ту­
риста. Сколько километров в час проходит каждый 
турист? 

2. Решить уравнение 

3 sin X · Sin Зх = 2 - 2 cos 2х. 

3. Реши ть неравенство (�)х (J}_)x-1 _ � 
9 · s - 1g в· 



4. В правильной треугольной пирамиде через центр 
основания проведена плоскость, параллельная боковой 
грани. Найти площадь полученного сечения, если длина 
стороны основания данной пирамиды равна а, длина 
высоты пирамиды равна h. 

5. В равнобедренной трапеции диагонали взаимно пер­
пендикулярны. Длина средней линии равна т. Найти 
высоту трапеции. 

В а р и а н т 2 
! .  Два м астера, р аботая вместе, могут окончить неко­

торую работу за 1 2  дней. Если же первый мастер бу­
дет работать 2 дня,  а второй 3 дня, то они выполнят 
только 20% всей работы. За сколько дней может вы­
полнить всю работу каждый мастер, работая отдельно? 

2. Решить уравнение 
3 

3 cos2 х - 2 tg2 х + sin2 х = 2. 

3. Решить у ра вн ен и е  
Iog y-- (x-2) 

х х 
= 9 . 

4. Длина высоты правильной п-угольной пирамиды 
равна h, площадь боковой поверхности в k раз больше 
площади основания. Найти объем пирамиды. 

5. В диаметрально противоположных точках А и В 
окружности проведены касательные t1 и t2• В f.lроизволь­
ной точке N окружности проведена касательная, кото­
рая пересекает t1  и !2 соответственно в точках С и D. 
Доказать, что произведение длин отрезков АС и BD 
не зависит от выбора точки N на окружности. 

В а р и а н т  3 
1 .  Потребность колхоза в ячмене 4000 ц. Если увели­

ч ить урожай ячменя на 8 ц с. 1 га, то можно будет 
уменьшить площадь посева ячменя на 25 га. Сколько 
гектаров засеяно ячменем и каков урожай в центнерах 
с одного гектара? 

2. Решить уравнение 
1 1t 

sin2 х + 3 s!n22x = sin б· 
3. Р е шить н е ра венство 

2 
Iog 1 x - l og 1 х2 ;;;. 3. 

3 3 
4. Найти 1юсинус угла при вершине в осевом сечении 

конуса, зная, что на его поверхности можно провести 
три попарно перпендикулярные образующие. 

5. В треугольнике АВС проведена биссектриса A D. 
Точки О, 01 и 02 являются центрами окружностей, 
описанных соответственно около треугольников АБС, 
ABD и A DC. Доказать, что / 001 1 = j 002 I-

В а р и а н т  4 
1. Из двух городов, расстояние между которыми 

650 км, отправляются одновременно навстречу друг дру­
гу два поезда. Через 10 ч после отправления поезда 
встречаются. Если же первый поезд выйдет за 4 ч 20 мин 
до отправления второго, то встреча произойдет через 
8 ч после выхода второго поеада. К.акова скорость каж­
дого поезда? 

2. Решить уравнение 
cos x 

l - sin x = 2 cos x - tg х. 

3. Решить у равнение 
1 7 х+ - x+ -

gx _ 2 2 = 2 2 _ 32х-1. 
4. К.аждое ребро правильной шестиугольной призмы 

имеет длину, равную 1 дм . Найти площадь се•rения, про-

52 

ходящего через сторону основания и большую диаго­
н аль призмы. 

5. Доказать, что если в выпуклом четырехугольнике 
ABCD биссектрисы углов, составленных парами прямых 
АВ и CD, ВС и AD, перпендикулярны, то около этого 
четырехугольника можно описать окруж11ость. 

И ОЧЕРЕДНЫМ 

О. С. Редозубова 
(Москва) 

ВСТУПИТЕЛЬНЫМ ЭКЗАМЕНАМ В ВУЗЫ 
НЕОБХОДИМО ГОТОВИТЬСЯ 

Приемные экзамены в вузы всегда привле­
кали внимание педагогической и научной об­
щественности . По их итогам оценивалась ра­
бота школ, они определяли качество попол­
нения н аших вузов. 

Очередные абитуриенты выпускники 
1 976/77 учебного года обучаются по новон 
программе и новым учебюшам.  Итоги сдачи 
ими вступительных экзаменов особенно важ­
ны для оценки результатов коренной перест­
ройки ш кольного преподавания математики,  
осуществленной за последние десять лет. 
Трудности абитуриентов очередного набора в 
вузы очевидны : они учились по учебным по­
собиям и программам,  прошедшим лишь экс­
периментальную проверку. Не всегда и не 
всюду прошли необходимую переподготовку 
их  учителя.  Они не имели дополнительной ли­
тер атуры, н аписанной в соответствии с идея­
ми  и требованиями новой программы.  

И сходя из этого, мы считаем, что организа­
ция вступительных экзаменов по м атематике 
в 1977 г. требует серьезного обсуждения. Ву­
зы, школы, общество «Знание» должны раз­
вернуть широкий фронт работы в помощь бу­
дущему пополнению вузов. Абитуриенты 
должны своевременно, хотя бы не позднее, 
чем за полгода до начала экзаменов, иметь 
четкую и развернутую програ мму вступитель­
ных экзаменов. Сотрудники математических 
кафедр вузов должны изучить содержание 
новой программы и учебншюв средней шко­
лы. Без изучения опыта р аботы школы по но­
вой программе нельзя будет объективно и ка­
чественно осуществлять фующии экза менато­
ров на предстоящих экзаменах.  В нынешних 
условиях готовиться к э1<заменам должны и 
экзаменующиеся, и экзаменаторы. 

Следует отметить, что вузы с большим 
опозданием реагируют на изменение школь­
ной программы.  Так, в последние два года 
( 1 974/75 и 1 975/76 учебные годы) в IX и Х 
класс:ах м атематика изучалась по пеrеход­
ной программе, быJш введены р аздсJiы « Ком-



бинаторика:», «Предел функции ,  производная 
и ее применение». З а  счет этого сократился 
объем работы по таким темам ,  как решение 
тригонометрических, показательных и лога­
рифмических уравнений. К тому же праиv.­
ческая и образовательная ценность громозд­
ких уравнений указанных типов, требующих 
лишь натасканности в технике преобразова­
ний, незначительна .  В экзаменационные про­
граммы и задания новые разделы не вошли, 
и по-прежнему в заданиях большинства вузов 
доминировали тригонометрические, показа­
тельные и логарифмические уравнения. 

С 1 966 по 1 976 г. в IX и Х классах изучали 
алгебру и элементарные функции по учебникам 
«Алгебра и элементарные функции» Е. С. Ко­
четкова и Е. С.  Кочетковой, содержащим си­
стему упражнений в соответствии с изменения­
ми программы тех лет. Экзаменационные ко­
миссии многих вузов продолжали ориентиро­
ваться на систему упражнений «Сборника за­
дач ПО алгебре» п_ А. Ларичева и «Сборника 
задач по элементарной м атематике» Н. П.  Ан­
тонова и др. ,  выпущенных в нач але 50-х годов. 

Приведем другой пример. В последние го­
ды программа и учебники ориентируют учи­
теля на то, чтобы он не тратил времени на 
примеры, требующие громоздких тождествен­
ных преобразований. Однако по традиции 
многие технические вузы страны продолжают 
включать такие задания в варианты экзаме­
национных письменных р абот. Эти примеры 
скорее проверяют внимание и собранность 
абитуриента, чем его знания, и вряд ли" уме­
ние их решать необходимо для дальнеишего 
успешного обучения в вузе. 

Такое несоответствие в требованиях 
школьной программы и практике приемных 
экзаменов в вузы ставит учителя в затрудни­
тельное поло'жение при выборе путей рацио­
нального использования времени на изучение 
отдельных тем программы. 

Часто в вариантах экзаменационных р абот 
встречаются задачи на составJ1ение уравнений 
(неравенств) , тексты которых очень громозд­
ки и сводятся к составлению смешанных си­
стем уравнений и неравенств с нескольким и  
переменными. Их громоздкость требует боль­
ших усилий памяти для охвата текста , что во 
время экзамена отрицательно отражается на 
дальнейшем выполнении работы. Кроме того, 
учащиеся в школе не встречаются с задача­
ми, содержащими столько условий. С пашей 
точки зрения, знания, умения и навыки, кото­
рые проверяются на этих задачю•, могут быть 
установлены на задачах такого же вида с 
меньшим числом условий, что соответствова­
ло Gы содержанию школьных задачников. 

Такое же превышение трудностей наблюда­
ется при подборе трансцендентных уравнений, 
неравенств и в особенности планиметрических 
задач на доказательство и построение. 

Следует отметить наличие другой крайно­
сти. В вузах, где незначительный конкурс, в 
частности на матем атических и физических 
факультетах пединститутов, а также в неко­
торых технических вуза х  варианты письмен­
ных работ порой по степени сложности, по 
наличию идей значительно проще и беднее, 
чем на выпускных экзаменах в средней шко­
ле. Это порой приводит к тому, что трудно 
бывает отличить хорошего абитуриента от 
посредственного. Аккуратность выполнения 
оаботы может в этом случае явиться решаю­iцим фактором для отбора.  В результате 
учащийся, посредственно усвоив�ий  програм­
му по м атем атике за курс среднеи школы, по­
падает на математический факультет, н а  
котором обучается с большим трудом ,  посто­
янно имея академическую задолженность, 
становится посредственным учителем или же 
отсеивается в процессе учебы. 

Мы очитаем,  что правильно поступают вузы, 
в котооых письменные работы составляются 
так, чт'обы посредственно окончивший школу 
ученик мог ее выполнить только частично, а 
какая-то часть работы предъявляла к нему 
больше требований. Это поможет отбору наи­
более подготовленных учащихся. Полезна 
практика, когда в задаче ставится несколько 
вопро сов р азной трудности, часть из которых 
позволит р азличить посредственное усвоение 
программы от хорошего, хорошее от отлично­
го. Подобный опыт и спользован на всесоюз­
ных олимпиадах по м атематике и вполне себя 
оправдал. 

Нам приходилось проверять письменные ра­
боты абитуриентов в разных вузах, и мы об­
наружили ,  что нет единства в критерии  оце­
нок не только в р азных вузах, но и в одно­
типных и даже в одном и том же вузе, н а  
одной и той ж е  специальности у разных эк­
заменаторов. 

Иногда в качестве к ритерия оценок берутся 
за основу школьные нормы оценок. В ряд л и  
это можно считать целесообразн1отм. В самом 
деле, допустим,  по школьным нормам м ы  оце­
ниваем р аботу абитуриента, поступающего н а  
мехмат и о н  получает оценку «удовлетвори� 
тельно». Может ли такой студент успешно 
обучаться на  мехмате? В ряд ли .  

Мы полагаем, что критерий оценок знаний 
на экзаменах должен тщательно устанавли­
ваться экзаменационной комиссией. Может 
быть, некоторые общие установки следовало 



бы р азработать Министеrству высшего и 
с-реднего специального образования СССР. 

Несколько слов о пособиях для поступаю­
щих в вузы. Хотелось бы, чтобы при издании 
новых пособий не были повторены серьезные 
недостатки пособий прошлых лет. С нашей 
точки зрения, они должны ДОПОЛ НЯТЬ школь­
ный учебник. Теоретические положения 
школьного учебника в них должны быть при­
няты за основу. Если же авторы пособия 
располагают более интересным примером, 
иллюстрирующим теоретическое положение 
учебника или уточняющим его, если они на­
шли более удачную формулировку определе­
ния или теоремы, а также хорошую систему 
упражнений, могущую еще лучше раскрыть 
содержание темы и т. д., то желательно это 
привести в пособии. EcJiи какое-либо понятие 
формируется у учащегося · на  протяжении ря­
да лет (например, понятие числа, функции, 
операции, степени и др . )  и в учебнике нет 
обзорного м атериала по этому вопросу, то 
такой материал в пособии жеJi ателеп. Посо­
бие должно помочь осмыслить ранее пройден­
ное в школе, но не должно переучивать уче ·  
ника.  К сожалению, это не  всегда соблюда­
лось. Многие пособия для поступающих со­
держат совершенно иные определения, другие 
доказательства, чем в школьном учебнике, 
без какой-либо мотивировки, а это уже при­
водит к необходимости переучиваться. 

Мы считаем,  что если автор пособия решил­
ся ввести определение, коренным образом от­
лича ющееся от такового в стабильном учеб­
нике, то он должен разъттснить чнтателю, в 
чем состоит отличие и его целесообразность. 

Анализируя изданные сборники Еаtшурсных 
задач, приходишь к выводу, что они в основ­
ном содержат богатый и р азнообразный ма ­
териал для подготовки в вуз, но  этот матери­
ал необозримый. В сборники включены и 
задачи, требующие особой сообразительности 
или очень трудоемкие. Такие задания не 
должны даваться на вступительных экзаме­
нах. Поэтому, н а  наш взгляд, более предпоч­
тительна структура «Сборника задач по ма­
тематике для конкурсных экзаменов во 
втузы» под общей редакцией М. И. Сканави 
(М., «Высщая школа», 1 973) , где все задачи 
распределены _ по трем ступеням ,трудности. 

Установление какого-то оптимального 
объема подготовительной работы учащегося 
по подготовке в вуз является одной из основ­
ных задач школы и вузов. Пособия для уча­
щихся должны в какой-то мере решать этот 
вопрос, ибо фактически в настоящий момент 
они направляют работу учащихся и учителей 
и "вызывают как следствие справедливые на-

рекания общественности о недопустимо:� пе ·  
регрузке учащихся. 

В уставе школы говорится о подготовке 
учащихся к дальнейшему обучению в вузе 
как об одной из задач школы. Эта задача 
успешно решается в школах и классах с уг­
лубленным изучением отдельных предметов. 
Л юбая школа должна справляться с этой за­
дачей. Учащийся, хорошо окончивший школу, 
должен без серьезной помощи извне посту­
пить в институт. Однако нельзя сказать, что 
одни классные занятия всегда успешно реша­
ют вопрос поступления учащихся в институт. 
Какими же возможностям и  располагает 
школа?  

Помимо классных занятий, предусмотрен­
ных учебным планом, которые решают вопро­
сы общего образования, имеются различные 
виды внеклассной работы, в частности фа­
культативы. Р азработанная программа фа­
культативных занятий ставит своей задачей 
расширение кругозора учащихся и поэтому 
включает вопросы, выходящие за пределы 
программы ш колы, а следовательно, и всту­
пительных экзаменов. 

В результате получается так, что учащий­
ся помимо классных и факультативных заня­
тий должен еще изыскивать дополнительные 
пути и время для специальной подготовки в 
вуз. Вряд л и  это можно считать целесообраз­
ным.  Между тем следует отметить, что мно­
гие учащиеся IX и Х классов потому и не 
принимают участие в факультативных заня­
тиях, что у них нет на  это времени, они п е ­
регружены. Мы считаем, что факультативы 
должны поми мо основной задачи также ре­
шать и вопросы доведения уровня знаний 
учащихся до возможности успешной сдачи 
конкурсных экзаменов. Этого можно достнчь, 
несколько разгрузив дейстпующие программы 
ф акультативов. 

И н аконец, последний вопрос. Вступитель­
ные экзаменационные работы по м атематике, 
устные ответы учащихся на вступительных 
экзаменах - огромнейший и ценнейший мате­
риал для изучения состояния преподавания 
математики в школе и выработки мер его 
дальнейшего улучшения. К сожалению, он, 
как правило, не используется. Нам кажется, 
на этом материале должен быть повсеместно 
проведен глубокий анализ работы школ и учи­
телей, используя который кафедnы вузов сов­
местно с методистам и  могут дать полезные 
оекомендации учительству. Цикл подобных 
�еминаров мог бы стать хорошей школой пе­
редового опыта. Ведь вузы нередко сталки­
ваю-гся с фактом, что выпускники одних учи­
телей ежегодно показывают отличные знания, 



а других - не удовлетворяют самым мини­
мальным требованиям .  Эти семинары помогли 
бы и подготовке экзаменаторов, помогли бы 
единству усилий школы и вуза . 

Приведем в заключение по одному вариан­
ту вступительной экзаменационной работы по 
математике на математический, физический 
факультеты и факультет общетехнических 
дисциплин и труда Азербайджанского ордена 
Трудового Кrасного Знамени Государствен­
ного педагогического института им .  В. И.  Ле­
нина. 

Математмческнн факуnыет 

1 .  В правильной треугольной пирамиде сторона осно­
вания равна а и плоский угол при вершине равен а 
( а�90°) . Определить углы между боковыми гранями 
пирамиды и площадь сечения, проведенного через сторо­
ну основания перпендикулярно к противолежащему бо­
ковому ребру. 

2. Решить уравнение 

xi . 3 1-·c + 3vX'+ 2 = 3х + x2 . 3vx . 
3. Найти все  решения у равнения 

y l - cos x + y l + cos x 
-'------

с
-

0
-

8
-

х
----- = 4 sin х, 

лежащие между О и 2n. 
4. В бесконечно убывающей геометрической про­

грессии сумма всех ее членов, стоящих на нечетных мес­
тах, равна 36, а сумма всех членов, стоящих на четных 
местах, равна 1 2. Найти эту прогрессию. 

Фмзнческнн факуnыет 

1 .  Основание пирамиды - правильный треугольник со 
стороной а. Одно из боковых ребер перпендикулярно 
к основанию, а остальные два наклонены к плоскости 
основания под равными угламн В. Найти площадь наи­
большей боковой грани пирамиды и угол наклона ее 
к плоскости основания. 

2. Решить уравнение 

log3 V 130 - 7 10gx<б-x) = 2 . 
3. Решить уравнение 

y l - cos 2х = .У2 (cos х _ _ 21 ) . 
s!n х 

4. Сумма членов бесконечно убывающей геометриче­
ской прогрессии равна 56, а сумма квадратов членов 
той же прогрессии равна 448. Найти первый член и зна­
менатель. 

Факуnыет общетехнмческнх днсцмпnмн 
н труда 

1 .  На одном и том же основании построены два кону­
са (один внутри другого) ; угол между высотой и обра­
зующей меньшего конуса равен а, а угол между высо­
той и образующей болишего конуса равен �- Разность 
высот конусов равна h. Найти объем тела, заключен­
ного между боковыми поверхностями этих конусов. 

2. Решить уравнение ., 
l og3 -7 + lug>" = 1 .  

3. Решить уравнение 
3 2 c os2 x + sin2 x = 7 sin 2х. 

4. Решить с истему уравнений { х• + у• = 7, 

ху (х + у) =  - 2. 
(Ограничиться действительными решениями.} 

М. Г. Джавадов, д. Я. Кренмер, С. Б. Файнwтейн 

(г. Баку) 

АРМЯНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ 
ПЕДАГОГИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
ИМ. Х. А&ОВЯНА 

Ереванский ордена Трудового Красного 
Знамени Армянский государственный педаго­
гический институт им .  Х. Абовяна ныне яв­
ляется одним из крупнейших вузов Армении. 

В 1 976 г. зачисление студентов в пединсти­
тут проводилось по результатам приемных 
экзаменов, проходивших в августе в Ереване 
и Тбилиси (для учащихся армянских школ · ГССР ) , кроме того часть студентов была при­
нята с подготовительного отделения. Посту­
пающие на математический и физический фа­
культеты сдавали письменный и устный экза­
мен по математике. 

В помощь абитуриентам накануне экзаме­
нов были организованы м есячные консульта­
ции и обзорные лекции, проводимые опытны­
ми лекторами, хорошо знающими курс сред­
ней школы,  а также и четырехмесячные плат­
ные курсы, организованные республиканским 
обществом «Знание». Немаловажное значение 
имела и тесная связь комсомольской органи­
з ации факультета м атем атики со школьника­
ми дальних сел :  они высылали им р азличные 
задачи и отвечали на их вопросы. 

Учитывая итоги экзаменов прошлых лет, 
экзаменационная комиссия во время подбора 
текстов для письменных работ старалась со­
ставить разнообразные варианты, которые со­
ответствовали бы особенностям каждого фа­
культета .  Для абитуриентов м атематического 
факультета было подготовлено 1 00 вариантов, 
а для двух отделений факультета физики 
(отделение физики и отделение общетехничес­
ких дисциплин и труда) - 60; каждый вари­
ант содержал по 4 задания. В подготовлен­
ные варианты были включены вопросы по ос­
новным р азделам школьной программы, при 
этом комиссия избегала включать такие за­
дачи и упражнения, которые требовали бы 
искусственных приемов решения. 
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Всего на м атематический и физический фа­
культеты сдавали экзамены соответственно 
685 и 334 человека,  а были зачислены соот­
ветственно 98 и 90. С подготовительного от­
деления было зачислено соответственно 52 и 
37 человек. 

Приведем тексты экзаменационных работ 
(по два варианта для каждого из трех отде­
лений ) . 

Математический факуnыет 

1 в а р и а н т 
1. Сумм а  первых пяти членов геометрической прогрес­

сии равна 62. Известно, что пятый, восьмой и один-
1 rадцатый члены этой прогрессии являются соответствен-
1;0 первым, вторым и десятым членами арифметической 
прогрессии. Н айти первый член геометрической про­
грессии. 

2. Диагонали осевого сечения усеченного конуса вза­
имно перпендикулярны, а образующая, равная l, состав­
ляет с плоскостью большего основания угол а. Опреде­
лить объем усеченного конуса. 

3. Решить уравнение 
l 

l ogx+з (3 - y l  - :2х + х2 ) = 2. ·  
4. Решить уравнение 

sin бх + 2 = 2 cos 4х. 

1 1  в а р и а н т 

1 .  Из пункта А в пункт В одновременно отправляют­
ся пешеход и велосипедист. Доехав до В, велосипедист 
поворачивает обратно и встречает пешехода через ! час 
после начала движения. После встречи пешеход продол­
жает идти в В, велосипедист поворачивает и тоже едет 
в В. Доехав до В, велосипедист снова поворачивает 
обратно и встречает пешехода через 40 мии после пер­
вой встречи. Оп редеЛить, за какое время пешеход прой­
дет расстояние от А до В. 

2. В конус вписан шар радиуса г. Н айти объем кону­
са, если известно, что плоскость, касающаяся шара 
и перпендикулярная к одной из образующих конуса, 
отстоит от вершины конуса на расстоянии d. 

3. Решить уравнение 

3 l og� sin х + l og2 (l - cos 2х) = 2. 

4. Решить урэ внени<' 
ctg• х = cos2 2х - 1 .  

Физический факуnыет 

а) Отделение физики 
I в а р и а н т  

1 .  Найти четыре целых числа, из которых первые три 
составляют арифметическую, а последние три - геомет­
рическую прогрессию, если известно, что сумм а  крайних 
чисел равна 37, а сумма средних 36. 

2. Основанием треугольной пирамиды является равно­
бедренный треугольник, площадь которого равна S, 
а угол при вершине равен а. Каждое боковое ребро пи­
рамиды составляет с ее высотой угол �· Найти объем 
пирамиды. 

3. Решить уравнение 
Ig lg х + lg (lg х2 - 1) = 1 .  

4 .  Решить уравнение  

2 sln2 х + tg2 х = 2.  

П в а р и а н т  

! .  Если каждый из участников шахматного турнира 
со всеми осталы1ьши сыграет по одной партии, то все­
го будет сыгрJна 23 ! партш1. Сколько человек участво­
вали в турнире? 

2. Площадь боковой поверхности конуса в k раз боль­
ше площади основания. Определить угол мС>жду обра- · 
зующей и основанием. 

3. Решить уравнение 

3 . 15х + 2 . 31х  = 5 . 35.r. 

4. Решить у равне н и е  

s i n  2х - 4 cos 2х = 4. 

б) Отделение общетехнических дисциплин 
и труdа 

I в а р и а н т  

1 .  Фотокарточка размером 1 2Х 1 8  см вставлена в рам­
ку постоянной ширины. Определить ширину рамки, если 
ее площадь равна площади самой карточки. 

2. В усеченном конусе, у которого отношение площа­
дей оснований равно 4, образующая равна l и на1<ло­
нена к плоскости нижнего основания под углом а. Вы­
числить объем конуса. 

3. Решить уравнение 
log4 (х + 1 2) - logx 2 = 1. 

4. Решить у ра вн ен и е  

( 1  + cos 4х) s in  4х = cos2 2х. 

I I  в а р и а н т  

1 .  Если двузначное число разделить на сумму его 
цифр, то получится в частном 6 и в остатке 2. Если же 
это число разделить на произведение его цифр, то полу­
чится в частном 5 и в остатке 2. Найти это число. 

2. Площадь боковой поверхности конуса n 3 pa:ia 
больше площади основания. Определить угол между 
образующей и основанием. 

3. Решить систему уравнений { l ogx у =  3, 
l ogx+l (у + 19) = 3. 

4. Решить ура внение  

s in  Зх - s in  7х = -УЗ sin 2x. 

Положительную оценку за экзаменацион­
ную работу получили 70% писавших ее. 

Большинство абитуриентов не решили гео-­
м етрическую задачу. Многие не могли пра­
вильно сделать чертеж к задаче, а следова­
тельно, и не смогли  провести те вспомогатель­
ные линии, которые помогли бы решить ее. 
Были и такие случаи,  когда абитуриенты не 
могли решить геометрическую задачу, так как 
не помнили формул для нахождения той или 
другой величины. 

Основная причина этого, по нашему мне­
нию, та, что в последние годы решению гео­
метрических задач с применением тригоно­
метрии в большинстве средних школ уделяют 
мало внимания. Кроме того, неумение решить 
геометрическую задачу происходит, очевидно, 
и потому что в средней школе ни в одно1\� 
классе во время переводных и выпус.кных 



письменных экзаменов в работы они не вклю­
чаются. 

Несколько лучше поступавшие справились 
с решением алгебраических стандартных за­
дач. Однако и здесь в ряде случаев возникали 
затруднения :  непонимание смысла задачи или 
ошибки при решении уравнений. 

Абитуриенты допускали немало и грубых 
ошибок. Например, при решении показательного 
ура вне ни я 32х - 3х . 8 = 9 получали уравнение 
3х (9 - 8) = 32, а отсюда х = 2 .  При решении 
уравнения 

(cos x + sin x) (cos x - sin x - 1 +2У-!) = 0  

переходили к записи ! cos х + sin х = О, _ 
. 1 + уЗ cos x - sш.х = 2 

и затем решали полученную систему. 
Решая уравнение cos 4х + cos 2х = О, абиту-

риент пишет: cos 6х = О, 6х = ; , .х = 1; +21tn, 

тем самым допуская несколько ошибок подряд. 
Приведенные ошибки, по-видимому, ре­

зультат того, что во время обучения п репода­
ватели не уделяли должное внимание обос­
нованиям выполняемых преобразований. 

Для устных экзаменов комиссия составила 
билеты по три вопроса в каждом, включив в 
них весь программный м атериал. При ответе 
на первые два из них ( алгебраический и гео­
метрический) требовалось дать полный от­
вет (провести обоснование, доказательство) . 
Среди третьих вопросов были такие: свойства 
и график функции у =  sin х, график функции 
у = 3 sin х + 5, тригонометрические функции 
двойного аргумента; в некоторых билетах 
требовалось выполнить какое-либо упраж­
нение. 

В последние годы при обсуждении про­
блемы вступительных экзаменов нередко вы­
сказывались предложения по проведению в 
вузе вместо устного экзамена второго пись­
менного экзамена. Мы полагаем, что для ма ­
тематического и физического факультетов пе­
дагогиче.ских институтов это неприемлемо. 

На устном экзамене абитуриенты лучше 
раскрывают свои действительные знания, ко· 
торые не могут быть результатом кратковре­
менной тренировки. Не случайно, что из чи­
сла абитуриентов, получивших на письменном 
экзамене «4» и «5», 20 получили на устном 
экзамене неудовлетворительную оценку. В то 
же время на м атематическом отделении 60 
абитуриентов на устном экзамене получили 

«4» и «5», . несмотря на то что за пи-сьменную 
работу у них «3». 

Следует отметить, что среди абитуриентов, 
получивших на вступитеJiьных экзаменах вы­
сокую оценку по м атематике, немало было 
выпускников сельских школ. 

Ш. Х. Гущ��н, Г. д. Караrебакян 

(г. Ереван) 

ОБ ИТОГ АХ ВСТУПИТЕЛЬНЫХ ЭКЗАМЕНОВ 
ПО МАТЕМАТИКЕ В ТЕХНИКУМЫ 

В статье анализируется уровень знаний по 
м атем атике учащихся, державших вступи­
тельные экзамены в 1976 г. в Московский 
электротехнический и Московский автомо­
бильно-дорожный техникумы. 

На дневные отделения сда вал экзамены по 
м атем атике 1 67 1  абитуриент ( 1 258 жителей 
Москвы и Московской области и 4 1 3 - из раз­
личных обла стей Советского Союза) , из них 
на базе восьми кла ссо в  - 1 007 человек, на 
базе десяти классов 664 человека. Более 50 % 
абитуриентов имели средний балл (по доку­
ментам)  от «3» до «3,5», а среди поступав­
ших в МАДТ только 1 9 % абитуриентов и мели 
средний балл от «4» до «5». 

Посл едние два года на дневные отделения 
техникумов поступали (на базе восьми клас­
сов) абитуриенты, обучавшиеся в школе по 
новой программе по м атем атике. Ясно, что в 
период становления новой программы особен­
но необходим тщательный анализ состояния 
знаний выпускников школы. Вот почему ос­
новное внимание в статье будет уделено ана­
лизу результатов экзаменов выпускников 
восьмилетней школы. 

Уже в . l 975 г. в знаниях абитуриентов по 
ряду тем обнаружились существенные п робе­
лы, а прошедший год р аботы с первокурсни­
ками помог яснее оценить глубину их знаний 
по м ногим вопросам, изучавшимся в школь­
ном курсе. Приемные экзамены 1 976 г. с оче­
видностью показывают, что обнаруженные в 
прошлом году п робелы в знаниях учащихся 
не случайны:  недочеты и ошибки, м ногократ­
но повторенные в ответах выпускников школ 
различных районов и городов страны, стано­
вятся уже типичными (это относится, конеч­
но, к той части выпускников, которая  была 
представлена абитуриентами) .  

Прежде всего хочется отметить, что одним 
из существенных недостатков в знаниях уча­
щихся является низкая культура вычILсли ­
тельной р аботы. 

Школьная программа  и практика ее реали­
зации акцентирует внимание учащихся на 
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предпочтительное и спользование десятичных 
дробей в вычислениях.  Это требование про­
граммы является вполне оправданным. Нуж­
но отl\1етить, что поступавшие в техн·икумы 
значите.пьно лучше владеют десятичными 
дробями, чем обыкновенными;  а рифметика 
обыкновенных дробей - по-прежнему их 
больное место. Неумение привести дроби к 
общему знаменателю, вредная привычка при 
сложении и вычитании смешанных чисел об­
ращать их в неправильные дроби, несвоевре­
м енное сокращение (или отсутствие таково­
го) - вот далеко не полный перечень ошибок 
и недочетов в действиях с обыкновенными 
дробями .  Эти недоработки дают себя знать в 
преобразованиях алгебраических дробей . 

Пра1пически у всех абитуриентов отсутст­
вуют сколько-нибудь прочные навыки работы 
с логарифмической линейкой. Даже те немно­
гие из них, кто знает правила действий,  избе­
гают пользоваться ею. П ричина этого, видимо, 
состоит в том, что знания правил работы с ло­
гарифмической линейкой носят чисто словес­
ный характер :  они не подкреплены необходи­
мой практикой вычисления в процессе реше­
ния задач (по алгебре, геометрии, физике, 
химии) . 

Необходимо отметить, что многие абитури­
енты не умеют пользоваться таблицами, в 
том числе такими употребительными, как та­
блицы квадратов, квадратных корней, кубоь, 
не говоря уже о таблицах обратных величин, 
площади круга, длины окружности. 

В соответствии с программами вступитель­
ных экзаменов в экзаменационные билеты 
бьши включены (как теоретические вопросы) 
теоремы о границах погрешностей арифмети­
ческих операций. На эти вопросы не ответил 
ни один из учащихся, поступа вших в электро­
технический и автомобильно-дорожный техни­
кумы.  Еще хуже то, что у учащихся отсутст­
вуют и практические навыки использования 
этих теорем,  что постоянно проявляется при 
решении задач. Между тем ,  и в школе, и в 
техникуме ( в  курсах алгебры,  геометрии, фи­
зики, химии и специальных дисциплин) мож­
но и нужно при решении любых вычисли­
тельных задач строго соблюдать правила при­
ближенных вычислений, в сякий раз  акценти­
руя на них внимание учащихся, только тогда 
правила приближенных вычислений станут 
достоянием учащих.ся ,  их «р абочим инстру­
менто м». 

Согласно новой программе по м атематике, 
выпускники восьмилетней школы знакомы с 
понятием степени с рациональным показате­
лем и с дей ствиями над такими степенями.  
Само понятие степени с р ациональным пока­
здтелем (в том ч исле отрицательным )  усвое-
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но неплохо - это, в частности, отмечают и 
преподаватеJIИ смежных дисциплин. Однако 
хорошо известные учащимся правила дейст­
вий над степенями с натуральными показате­
Jiями они с трудом переносят на степени с 
рациональными показателями. 

Серьезные затруднения абитуриентов вызы­
вали задачи: 

3 
ь }"'ь «Упростить выражение уЬ }> , 

3 1 
«Вычислить ( 1 6

- 4уз}> и др. 
Значительным пробелом в знаниях многих 

учащихся оказались тождества сокращенного 
умножения ;  особенно м ного затруднений вы­
зывали тождества 

а3 + Ь3 = (а + Ь) (а2 + аЬ + Ь2). 
В учебном пособии «Алгебра 6» приводятся 

более содержательные, но и более громозд­
кие, чем в прежних учебниках, формулировки 
этих тождеств. От школы, очевидно, требуют­
ся для их освоения дополнительные усилия. 

Остановимся на состоянии знаний учащих­
ся по теме «Тригонометрические функции». 
Объем материала,  изучаемого в восьмилетней 
школе по этой теме, значительно вырос: вве­
дены понятия синуса, косинуса, тангенса про­
извольного угла ,  изучаются свойства и графи­
ки тригонометрических функций ,  доказаны 
теоремы синусов и косинусов. Но низкий уро­
вень знаний учащихся по этой теме вызывает 
серьезную озабоченность. Прежде всего нуж­
но отметить два момента : во-первых, абиту­
риенты двух последних лет не могут ответить 
на прямой вопрос «Что такое синус или ко­
синус произвоJiьного угла?», во-вторых, они 
затрудняются в решении прямоугольных тре­
угольников. Вероятно, это объясняется тем, 
что в учебном пособии по геометрии для VI I I  
клаоса дано описательное определение синуса 
и косинуса произвольного угла и в качестве 
следствий из этих определений приводятся 
правила нахождения одних элементов прямо­
угольного треугольника по другим известным 
его элементам.  На наш взгляд, необходимо 
отчетливее сформулировать (в виде следст­
вий из общих определ ений) , что синус, коси­
нус и тангенс острого угла могут быть пред­
ставлены как отношения соответствующих 
сторон прямоугольного треугольника. Тогда 
решение прямоугольных треугольников пере­
станет быть камнем преткновения, как это 
наблюдается в последние два года. 

Завершающей темой курса а.т�гебры VIII 
класса является тем а  «Логарифмы». Боль­
шинство учащихся усвоили словесную форму-



лировку определения логарифма  и некоторые 
сведения о десятичных логарифмах. В то же 
время большинство из них затруднялось в ре­
шении таких уравнений :  log2 х = 3, log2 8 = х. 
Этот факт - свидетельство явного непонима­
ния определения логарифма.  Значительное ме­
сто в этой теме занимают вычисления с помо­
щью десятичных логарифмов.  Н адо отметить, 
что введение понятия стандартного вида и по­
рядка числа облегчило нахождение характе­
ристики и мантиссы десятичного логарифма, а 
также потенцирование с помощью таблицы 
антилогарифмов и линейки. Однако прочных 
навыков выполнения этой работы у большин­
ства абитуриентов не обнаружено. 

В новой программе, как никогда прежде, 
много внимания уделяется изучению функции . 
В учебных пособиях по алгебре и геометрии 
для VI - VI I I  классов содержится достаточ­
ное количество информации, необходимой ДJI}! 
усвоения понятий функции. Тем не менее, 
почти все абитуриенты затруднялись в реше­
нии, например, таких задач :  

а )  указать область определения функции 

у = V х - 3, у = lg (х - 2); 

б) построить график функции у=х2, задан­
ной на множестве {- 1 ;  U ;  l ;  2}. 

Экзаменовавшиеся показали слабое владе­
ние методами решения геометрических задач. 
Да это и понятно : школьный курс геометрии 
насыщен обильным теоретическим м атериа­
лом . Однако осмысленное его усвоение воз­
можно лишь в п роцессе решения задач. Скла­
дывается мнение, что именно этому аспекту 
работы в практике школы не уделено доста­
точно внимания. Хотелось бы, чтобы учителя 
уде.пили больше времени решению задач. 

На экзаменах неоднокр атно наблюдались 
случаи вопиющей м атематической безграмот­
ности. Среди выпускников восьмилетней и да­
же средней школы нашлось немало таких, 

кто не знал порядка действий (не могли, на-

пример, выполнить действия : 7 + 1 : f) , не 

мог решить уравнений 1 -й степени, не мог от­
личить биссектрису треугольника от медианы 
или высоты, не знал формулы площади круга. 
Среди абитуриентов нашлись и такие, кото­
рые уравнение 3 - 7х = О решали следую­
щим образом :  4х = О, х = 4. 

Отметим ,  что полученные на вступительных 
экзаменах высокие оценки, как правило, со­
ответствуют хорошим оценкам в школьных 
свидетельствах (аттестатах) , однако уровень 
подготовки выпускников многих ш кол значи­
тельно ниже уровня требований, предъявляе­
мых программой вступительных экзаменов. 

Большое число абитуриентов, имеющих в сви­
детельствах об окончании восьмилетней шко­
лы оценки по математике «3» и даже «4», н а  
вступительных экзаменах получили неудовле­
творительные оценки. Очень м ногие абитури­
енты с оценками по м атематике в свидетель­
ствах «4» или «5» получили на вступительных 
экзаменах оценку «3» и дальнейшее обуче­
ние в техникуме подтвердило весьма невысо­
кий уровень их математической подготовки. 
Это свидетельствует о том, что не во всех 
школах достаточно ответственно относятся к 
оценке уровня знаний учащихся. 

М. Н. Вэliнштейн, А. Т. Роrов (Москва) 

ОТ РЕДАКЦИИ 

Министерство высшего и среднего специаль­
ного образования СССР и Министерство про­
свещения СССР провели работу по обобще­
нию и анализу результатов вступительных эк­
заменов в высшие учебные заведения  в 1976 г. 

О проценте абитуриентов, выдержавших в 
вузах союзных республик  все вступительные 
экзамены, дают представление следующие 
данные: 

РСФСР . . •  
Украинская ССР . 
Белорусская ССР 
Узбекская ССР . . 
Казахская ССР . . 
Грузинская ССР . 
Азербайджанская 

ССР . . . . . . 

. -55, 4  

. -57, 5 
-61 8 

. -37) . -41 , 2  

. -3 1 , 2 

. --29 ,9  

Литовская ССР -69 , 4  
Молдавская ССР -50, 0  
Латвийская ССР -65 ,3 
Киргизская ССР -36, 5  
Таджикская ССР -38, 8  
Армянская ССР -32, 2  
Туркменская ССР -31 , 3  
Эстонская ССР -68, 9 

Из этой таблицы видно, что в 1976 г. в ву­
зах Азербайджанской, Грузинской, Армянской, 
Туркменской ССР все экзамены выдержало 
менее 1/3 поступавших. 

Предварительные итоги приема в высшие 
учебные · заведения позволяют отметить, что 
уровень подготовки выпускников средних об­
щеобразовате.пьных школ в целом удовлетво­
рителен. Однако значительная часть поступав­
ших в вузы в 1 976 г. проявила недостаточные 
знания по отдельным дисциплинам вступи­
тельных экзаменов. 

Письменные и устные экзамены по м атема­
тике показали, что по-прежнему наибольшее 
число неудовлетворительных оценок на всту­
пительных экзаменах было получено а битури­
ентам и  по этой дисциплине. Например,  в 
Азербайджанском политехническом институте 
37% абитуриентов, сдававших письменный эк­
з амен по м атем атике, получили неудовлетво­
р ительные оценки, в Московском геологораз­
ведочном институте - 34,2 % . Аналогичные 
примеры имеются по ряду других вузов .  
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Проверкой установлено, что м ногие абиту­
риенты не умеют решать стереометрические 
задачи с применением тригонометрии, триго­
нометрические уравнения. В письменных рабо­
тах встречаются грубые ошибки при преобра­
зовании логарифмических и показательных 
уравнений, в том числе и простейших. Сущест­
венные трудности у абитуриентов вызывают за­
дачи на  составление уравнений. Плохо реша­
ются задачи на арифметическую и геометри­
ческую прогрессии. Как и в прошлом году, 
абитуриенты недостаточно знают свойства эле­
ментарных функций, не чувствуют разницы 
между определениями, теоремами и следст­
nиями. В письменных р аботах и в решении 
примеров встречаются ошибки, свидетельству­
ющие о форм альном механическом запомина­
нии формул и определений. Значительные 
трудности у поступающих вызывало определе­
ние функции , тождества,  р авносильных урав­
нений, убывающей, периодической функции 
и др. Многие испытывали затруднения при р е­
шении простых, но не стандартных Задач. 

Конкурс при приеме характеризуется сле­
дующими данными. В среднем на  одно место 
было подано 2,5 заявлений. Однако по отдель­
пым группам вузов здесь были значительные 
колебания. В педагогических вузах на одно 
место было 3 заявления. Среди принятых в 
педагогические институты - 55 %  жителей 
сельской местности. 

Технические средства обучения. 
Наглядные пособия 

М. С. ХМЕЛЬНИЦКИЯ 

(г. Новосибирск) 
НАШ Мд ТЕМАТИЧЕСКИЙ КАБИНЕТ 

В шксле No 1 66 г. Новосибирска р аботают 
4 кабинета м атем а-гики. Я хочу рассказать об 
одном из них, который был создан силами 
учащихся, их родителей и шефов. 

В кабинете на  каждой п арте установлена 
коробочка с двумя готовальнями, угольника­
ми, линейками. На  задней стене классной ком­
н аты оборудован стеллаж для хранения на­
глядных пособий (фото 1 ) .  

Математическая библиотека и раздаточные 

Поступившие в редакцию журнала материа­
лы,  характеризующие уровень требований на 
вступительных экзаменах по м атематике, го­
ворят о том ,  что, как и в 1 1рошлые годы, на­
блюдаются отдельные факты включения в тек­
сты экзаменационных работ усложненных за­
даний, решение которых не предусмотрено 
требованиями школьной программы. Наблю­
даются случаи недостаточного знакомства эк­
заменаторов с содержанием новых школьных 
учебников. 

П реподаватели вузов, ведущие занятия на 
первых курсах, отмечают, что многие студен­
ты не могут с необходимой сосредоточеннос­
тью слушать лекционные курсы, причем в те­
кущем учебном году таких студентов больше, 
чем в прошлые годы. По-видимому, в практи­
ке работы школ ослаблено внимание к мето­
дам работы со старшеклассниками, включе­
нию в учебный процесс лекций, семинарских 
занятий и формированию у учащихся навы­
ков, необходим ых им для дальнейшего обуче­
ния. 

Как показывают итоги вступительных экза­
менов по м атематике, необходима дальнейшая 
серьезная работа как по улучшению качества 
ПОДГОТОВКИ выпускников средних школ, так и 
по организации вступительных экзаменов в 
вузы, должному учету на этих экзаменах тре­
бований школьной программы,  нового содер­
жания школьного курса м атематики. 

м атериалы для IV-X классов хранятся в двух 
шкафах,  стоящих вдоль боковой стены клас­
са. Над ними помещены портреты знамени­
тых м атемdтиков. Н а  этой же стене отведено 
место дJ1я м атематических газет. 

Классная доска состоит из 1 0  досок. Перед­
ние четыре доски обычные, из них две край­
ние закреплены, а две средние раздвигаютси. 
Тогда rюявляются две друГ>ие доски с прочер­
ченными на них координатными осями (фо­
то 2) . Одна из них (правая)  сделана по прин­
ципу Кdрманных дорожных шахмат: коорди­
наты точек на ней фиксируются точно та1\ же, 
как нз шахматной доске фигуры. Правая 
доска разбита на единичные квадраты, на сты­
ках коrорых сдела ны двухмиллиметровые от­
верстия .  При помощи фишек, вставляемых 
в эти отверстия, фиксируются точки плоско­
сти, координаты которых - целые числа.  

Если раздвинуть «координатные доски», то 
увидим (см.  фото 3) м агнитную (слева)  и ра­
бочую доски; раздвинув последние, получи;.,1 
экран. 
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Фото 3 

Н ад с�едними доска ми смонтирована трех­
метровая м а гн итная числоная ось, которая 
снабжена комплектом цифр, букв, знаков 
с м агнитным кре11J1ением . Числовая ось сде­
лана по р екомендации жур нала «Матем ати­
ка в школе» (№ 3, 1 975) . Числовая ось уни­
версальна и я вл яется хорошим пособием п р и  
изучени и  многих тем ( «Дроби», «Модуль чис­
ла», «Рациональные числа», «Неравенства» 
и т. д.) . 

Над �сей шестиметровой доской смонтиро­
вана двухколейная железная дорога (фо­
то 2, 3) , авто матически управляемая п р и  по­
мощи пульта, который н аходится на расстоя­
нии 3-5 м от доски. На движущиеся тележки 
одеваю1ся маски:  поезда, п арохода, лодки, 
автомобиля и т. д. Такая динамическая модель 
дает вазможность н а глядно иллюстрировать 
основные моменты решения задач на дви-
жение. . 

В к а б инете много чертежей и м оделей 
к различным геометрическим задач а м .  Из 
органиLJt:скоrо стекла сдел аны все п равильные 
многогранники ( в  том числе 1 2- и 20-гра.нни­
ки) . В IX-X классах при меняется п ростое 
п р и спосuбл�ние для получ ения р азличных тел 
вращени я :  р а м ка из п роволоки в форме п р я ­
моугольника, окружности и т. д. с помощью 

мотора п риводится во в р ащатедьвос движе­
ние вокруг своей оси. Тогда учащиеся видят, 
ка кое образуется тело вращЕ'ния. 

В кабинете оборудовано а �:::том атизирован­
ное устройство обратной связи. Это электрон­
н а я  м ашин<i для прогр а м м и р ованного опроса 
учащихся. Ее основное назначение - получе­
н и е  непрерывной информ аци·и от всего класса 
одновременно. Машина состо.ит из 42 пультов 
для учащихся, трех ученических табло и пуль­
та управления. Н а  каждом столе установлено 
по два пульта для учащихся . Все пульты 
и меют i 2  тумблеров (для н а бора кода служат 
тумблеры О, 1 ,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9; л.ля ответа 
«готов» - «Г», «понял» - « П » .  Над доской за­
креплены три табло для учащихс�1 (по одно­
му п ро1'ив каждого из рядов класса) . Табло 
имеет 1 4  лам почек под номеrам11  от 1 до 1 4; 

т а к  же нумеруются и места в ряду. Посколь­
ку учащие.:я имеют постоянные места, каж­
дому И3 них всегда соответствуют одни и те 
же ла мпочки на ученическом таб.1 0  и на пуль­
те управле1шя. Два ученических табло видны 
над доской на фото 2 и 3. 

Пульт управления стоит на столе учителя. 
Опише�1 наиболее важные его части (фото 4, 
справа н алево) . 

Н а  пульн� имее rся процентная шкала,  по 
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которой указывается, какой процент учащих­
ся класса готов к ответу или понял объясняе­
мый материал. 

В пульт вмонтированы часы; они автомати­
чески зыключают машину через определенное 
время. Часы имеют шесть тумблеров с отмет­
ками 1 ,  2, 4, 8, 1 6, 32. Включением одного или 
нескольких тумблеров указывается, сколько 
минут отведено на выполнение задания. На­
пример, если на работу отведено 1 0  мин, то 
учитель включает тумблеры 2 и 8. Через 
10 мин раздается короткий гудок и м ашина 
автоматически отключается. Учащиеся, кото­
рые справились с заданием, получают «5». 
Далее учитель запускает машину еще на 
3 мин. Решившие получают «4» и т. д. 

Переключением тумблера, выше и ниже 
которого стоят знаки « = »  и « =F », фиксирует­
ся число учащихся, соответственно правильно 
и неправильно решивших упражнение. Пере­
ключат�ле'd с отметками «Г», «П», «0+9» 
включаются ответы «готов», �<понял», а также 
опрос ;10 коду от О до 9. 

Табло пульта управления имеет 42 лампоч­
ки. На табло одевается м аска кл асса, на ко­
торой t!<.писаны фамилии учащихся (три та­
кие маски лежат перед пультом на фото 4) . 
Когда на табло учителя зажигается лампоч­
ка, это значит, что данный ученик решил 
упражн<::ние верно. 

В правой части пульта расположены 
60 тумблеров. Ими фиксируются коды пра­
вилы1ых ответов для одного, двух, четырех 
и шести вариантов. Например, учителю надо 
провести контрольную работу на два вариан­
та. Он устанавливает последний справа пере­
ключатель на отметку «2» и затем набирает 

3 Математ1<ка о ш > олеМ 1 

на первых двух горизонтальных рядах тумб­
леров коды правильных ответов ( коды выра­
жаются цифрами:  О, l, . . . , 9) . После этого 
включается м ашина.  

Маш:r�на может работать весь урок. С ее 
помощью осуществдяется запрограммирован­
ный устный счет, различные самостоятельные 
работы на 5-7 м ин, контрольные работы на 
25-45 мин Вся информация фиксируется н а ·  
табло учителя. Когда время подходит к кон­
цу, учитель включает табло учащихся. Перед 
школьниками, правильно решившими задачу, 
зажигаются лампочки. Работу с классом при­
ходится строго дифференцировать, так как 
учащиеся выполняют упражнения с различ­
ной скоростью. 

Все задания заготавливаются на пленке и 
при памощи кодоскопа проецируются н а  
экран. Контрольные работы н а  четыре или 
шесть вариантов мы проводим по дидактиче­
ски �i мнтериала м .  Учащиеся получают кар­
точки, на обратной стороне которых запро­
грам мированы ответы к каждому заданию. 
Решивший первое упражнение, набирает код 
ответа (табло учителя фиксирует его ответ) ; 
закончив всю работу, он включает тумб­
лер «Г:.> (готов) . Учитель, сидя за столом, пе­
риодически переводит переключатель на от­
метку ,�Г»; если на табло учителя лампочка 
ученика горит, значит ученик решил всю ра­
боту. Препiщаватель может взять его тетрадь 
и просмотреть ее. Проверяя каждое упражне­
ние в отдельности с помощью машины, можно 
провери-rь (jСЮ контрольную ра боту. Тогда 
в конце урока по включенному табло уча­
щихся !!eTii увидят результаты своего труда. 

Рабо 1 а  с м ашиной дала большой эффект. 

G5 



Мд.rНИТОФОН 
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ 

Л. Д. ПОЛЯНСКИR 

(г. Куйбышев) 

Одной из форм контродя за усвоением 
учебного м атериада и учета успеваемости яв­
ляются математические диктанты, записанные 
на магнитофонную пденку. Применение магни­
тофонной записи на уроках дает возможность 
учитедю устано\3ить регдамент ддя ответов 
учащихся на поставленные вопросы, что вос­
питывает в них вним ате.rrьность, дисциплини­
рованность и самостоятельность при выполне­
нии работы. Это также дает возможность сле­
дить за работой учащихся, не отвлекаясь при 
этом на  чтение диктанта. 

М атематические диктанты целесообразно 
п роводить по двум вариантам. При разработ­
ке заданий следует учесть, что при их выпол­
нении не должны получаться громоздкие от­
веты. 

Для записи м атематических диктантов мож­
но использовать м агнитофон любой марки, же­
лательно трехскоростной четырехдорожечный 
магнитофон «Комета-209» (тип ПМ-34) . 

Записывают диктант следующим образом. 
Магнитофон устанавливают на «запись» и по 
подготовJ1енному заранее тексту четким гоJ10-
сом читают главный вопрос задания. Потом 
после слова «повторяю» следует еще раз про­
читать этот же вопрос, чтобы учащиеся лучше 
его усвоили. З атем диктуется задание для I и 
тут же вслед з а  ним - для I I  варианта. После 
того, как задание прочтено для каждого вари­
анта, следует пауза для ответа .  В это время 
магнитофон работает. Это позволяет учителю 
при проведении диктанта .не выключать маг­
нитофон после каждого очередного вопроса. 
Время паузы должно быть примерно равно ут­
роенному времени, которое необходимо учите­
лю для выполнения данного задания. Время 
для ответа на поставленный вопрос подсчиты­
в ается заранее при подготовке текста для дик­
танта. 

При проведении диктанта магнитофон уста­
навливается у передней стены класса на под­
ставке высотой больше, чем высота парты. 
Громкость воспроизведения записи регулиру­
ется с учетом хорошей слышимости на задних 
партах. 

Перед диктантом учащпеся должны зара· 
нее подготовить листы бумаги и подписать на 
них свои ф амилии. Выслушав задание, школь­
ники дают на него ответ. Ответы должны быть 
пронумерованы и записаны один под другим. 
Если учащийся затрудняется в ответе, то де­
л ает прочерк в строке, отведенной для ответа 
на этот вопрос. 

В IX классе можно предложить математиче­
ский диктант по геометрии на тему «Парал­
лельная проекция» и по алгебре в Х классе 
на тему «Формулы приведения». Приводим 
тексты этих диктантов. 

Параллельная проекция фигуры 

Какие фигуры могут получиться при парал­
лелыюм проектировании следующих фигур : 

1 в а р и а н т  п в а р и а н т  

1 .  Прямой? 1 . Точки? 
2. Прямоугольного тре- 2. Равнобедренного 

угольника? треугольника? 
3 .  Тупого угла? 3 . Прямого угла? 
4 .  Квадрата? 4 .  Прямоугольника? 
5 .  Ромба? 5 .  Параллелограмма? 
6 .  Равнобедренной тра- 6 .  Прямоугольной тра-

пеции? пеции? 

Формулы приведения 

Приведите данное выражение к значению 
функции угла а 

1 в а р и а н т  II в а р и а н т 
1 .  sin (90° + а) 1 .  cos ( 90° + a) 
2 .  cos (т: + а) 2.  sin (т: + а) 
3 .  cos ( � т: + а) 3. sin ( {- т: + а) 
4. cos ( ; - а) 4. sin (2т.: - а) 

5 .  tg ( ; +а) 5. ctg (т + a) 
6. ctg ( l 80° - a) 6. tg ( l 80° - a) 
7. tg (2т.: - a) 7. ctg ( {- r. + а) 

Такие виды диктантов можно использовать 
в целях контроля за  усвоением формул. 

Проверка диктантов не представляет особо­
го труда, и учитель может судить о качестве 
усвоения знаний всеми учащимися, затрачи­
вая при этом минимум времени. Математиче­
ские диктанты"записанные на магнитофонной 
пленке, целесообразно хранить в кабинете и 
использовать по мере необходимости. 



Факультативные занятия 

В. Л. РА6ИНОВИЧ 

(г. Петропавловск Казахской ССР) 
ДОКАЗд. ТЕЛЬСТВО НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТИ 
ГЕОМЕТРИИ ЛОБА ЧЕВСКОГО 
НА ОСНОВЕ СИСТЕМЫ АКСИОМ 
ШКОЛЬНОГО КУРСА ГЕОМЕТРИИ 

1 .  Для доказательства непротиворечивости 
геометрии Лобачевского на плоскости и неза­
висимости dКсиомы параллельных от осталь­
ных аксио\1. евклидовой геометрии применяет­
ся модель плоскости Лобачевского в плоско­
сти Евклида 1 • После построения такой модели 
(указав объекты и отношения между ними, 
принятые за основные, неопределяемые) сле­
дует проверить выполнимость всех аксиом 
евклидовой планиметрии (кроме аксиомы па­
раллельных) и аксиомы параллельных Лоба­
чевского. Эго делается, как правило, в рам­
ках различных модификаций аксиоматики 
Гильберта (см., в частности, [ 1 ] , [2 ] , [3] ) .  
Между тем школьный курс геометрии в на­
стоящее время строится на  основе иной систе­
мы аксиом, существенно отличающейся от 
гильбертовой. Поэтому, на наш взгляд, пред­
ставляет определенный интерес изложение 
доказа rельства непротиворечивости геомет­
рии Лобачевского. непосредственно опираю­
щееся на систему аксиом, принятую в школе. 

В данной статье приводится вариант тако­
го доказательства с помощью построения для 
плоскости Лобачевского модели, известной 
как модели Кэли - Клейна. Применяемые 
при этом некоторые сведения из проективной 
геометрии «работают» только при проверке 
одной нз аксиом (подвижности плоскости) .  
Это позволнет использовать статью и во вне­
классной работе со школьниками. 

2. Сначала следует определить плоскость 
Лобачевского на основе системы аксиом 
школьного курса геометрии. Основные поня­
тия это:� системы аксиом :  точка, прямая, рас­
стояние. Поэтому требуется задать множе­
ства Т (элементы этого множества будем на­
зывать 1очками) и N (его элементы будем на­
зывать прямыми) . Пусть далее з адано отобра-

1 Разъяснение выражений «непротиворечивость аксио­
матической теорию>, «независимость аксиом> имеется в 
школьном учебном пособии «Геометрия 8», с. 93-97. 
См. также [ ! ) ,  [2] ,  !3] . 
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жение р множества пар точек ТХТ в множе· 
ство неотрицательных вещественных чисел R+ 
(значение функции р, соотnетствующее паре 
точек А и В, будем называть расстоянием от 
А до В и обозначать р (А , В) ) 2• 

Совокупность < Т, N, р >  называется пло­
скостью Лобачевского, если для этой совокуп· 
ности ,Jерны следующие аксиомы ( ер. [4] 1 
С. 88-93, ИЛИ [5] , С. 1 1 2- 1 1 3) : 

I. Аксиомы принадлежности 

I 1 .  Каждая прямая есть множество точек. 
1 2 .  Для любых двух отличных друг от дру­

га точек существует одна и только одна со­
держащая их прямая. 

Iз. Существует хотя бы одна  прямая, и каж­
дой прямой принадлежит хотя бы одна точка. 

II. Аксиомы расстояния 
I I 1 .  Каковы бы ни были точки А,  В, рас­

стояние р (А , В) = О в том и толькn том случае, 
если А = В. 

I I2. р (А , В)  = р (В, А) .  
I I3• Для любых трех точек А,  В, С р (А, С) �  

� р (А, В) + р (В, С) .  

I I I . Аксиомы порядка 

I I I 1 .  Любая точка О прямой р разбивает 
множество всех отличных от О точек прямой р 
на два непустых множества так, что:  а )  для 
любых двух точек А и В, принадлежащих р аз­
ным множествам, точка О J1ежит между А 
и В;  б )  если точки А и В принадлежат одно­
му и тому же множеству, то одна из них ле­
жит между другой точкой и точкой О. 

I I I2. Для любого расстоя.ния а на з аданном 
луче с началом О существу�т одна и только 
одна точка А, расстояние которой от точки О 
р авно а: р (О, А ) = а. 

I I Iз. Если точка С лежит между точками 
А и В, то точки А,  В,  С принаддежат одной 
прямой.  

I l l4. Любая прямая р, лежащая в плоско­
сти а, разбивает множество не принадлежа­
щих ей точек этой плоскости на два непустых 
множества так, что: а )  любые две точки, при­
надлежащие разным множествам ,  разделены 
прямой р; б)  любые две точки, принадлежа­
щие одному и тому же множеству, не разде· 
лены прямой р. 

IV. Аксиома подвижности плоскости 

Если расстояние р (А , В) положительно и 
равно расстоянию р (А 1 , В 1 ) , то существуют 

2 Для евклидова расстояния от А до В сохраним 
обозначение 1АВ 1 .  Что касается точек, прямых, отрез­
ков и т. д" то из текста будет ясно, о каком понятии 
(евклидовом или в смысле нашей модели) идет речь. 
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два персмещенЕя, каждое из которых отобра­
жает точку А на точ ку А1,  а точ ку В на точ­
ку В1• Если а1 - полуплоскость. ограниченная 
прямой АВ, то она эти ми перемещениями ото­
бражается на две различные полуплоскости 
131 и р2, ограниченные прямой А 1В 1 .  

V'. Аксиома параллельных Лобацевского 

Через точку А ,  не принадлежnщую пря мой р, 
проходю не менее двух прямых ,  нс пересе­
кающих р. 

П р  и м  е ч а н  и я. 1 )  Ради удобстпа изложе­
ния м ы  считаем р (А ,  В) вещественным чис:­
лом. Это не противоречит тому, что (как пр i ! ­
нято в ш кол ьн ы х  учебных пособиях) р ассто н ­
ние явJiяется величиной. 2) Понятия «лежать 
между», «луч», «полуплоскость» . «перемеще­
ние» и т. д" впедение которых не связано 
с аксиомой V' J1обачеrзс:кого, определяются так 
ж е, как и в школьном курсе. 3) Аксиому IV 
мы используем в более слабой по сравнению 
со школьным учебным пособием форме, по­
стулируя лишь существование хотя бы двух 
соответствующих перемещений; то, что число 
таких перемещений не более двух, можно до­
казать ( с м .  \7] ) .  

3. Поt:троим интерпретацию плоскости Ло­
бачевского. Рассмотрим в евклидовой плоско­
сти окружность (!) с центром в точ ке О и ра­
диусом R. Пусть Т - множество внутренних 
точек М круга, границей которого является 
окоужностъ (!) (Т = {М 1 1 ОМ 1  < R} ) ;  N - мно­
жество евклидовых открытых отрезков ] PQ [ 
( хорд) , концы которых принадлежат (!). 

За расстояние между точками А и В примем 

число lg :��\:\�Z\ , где {Р, Q} = ( АВ) n ш, и при 

этом точка А расположена (в евклидовом 
смысле) между точками Q и В (что в даль-

нейшем будем обозначать Q AB), а точка В 
ыежду А и Р (АВР) (см . рис. 1 ). Введем 
сокращенное обшвачение 
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/АР/ · IQBI = (ABPQ) (l )  IPВI · /AQ/ • 
Итак, 
p (A , B ) = l g (A BPQ) , где 
{Р, Q} = ( АВ) n w, QА.в, АЁР, 

Рис. 1 

(2) 

Рис. '2 

а 

Теперь следует проверить выполнимость 
приведенных выше аксиом 1 ,  I I ,  I I I ,  IV, V'. 

Спра ведливость аксиом 1 1 , 12, 13 очевидна , 
ибо прямая в на шей модели представляет со· 
бой открытый отрезок на прямой в плоскости 
Евклида. 

II 1• Если А = В, то из ( 1 ) и (2) находим, 
что (ABPQ) = 1 , р (А, В)= О. . . 

Если А =/=  В, то из условий АВР и QAB 
следует, что 

! АР\ 
I PB I  > l , 

! AQ I  
\ QB I < l. 

Следовательно, (ABPQ) > 1 ,  откуда р (А , В) > 
> О. 

!12 Для точек А, В, .Р, Q (рис. 1 )  имеем 
BAQ и РВА. Поэтому в силу нашего согла­
шения 

р (В,  А) = lg (BAQP). 
Но (BAQP) = 1 1��1,_11��: = (ABPQ). Отсюда 

р (В, А) = р (Л, В). 
Для проверки аксиомы II3 предварительно 

докажем две леммы. 
Л е м м а  1 .  Если А лежит между Q и В, В 

лежит между А и Р, Р1 лежит между В и Р, 
то (ABP1Q) > (ABPQ). 

Обозначим 1 АР1 1 = Л, 1 ВР1 1  = р., ! P1P I = 8. 
В силу условия имеем Л > {J.. Отсюда следует, 
что 

(3) 

В самом деле, так как Л, f1, () положительны, то 
(Л > р.) => (Л() > p.i)) => (Лр. + Л() > Лр. + p.i)) � 

=> (Л (р. + ()) > f1 (Л + ())), 
откуда и выт екает неравенство (3). 

Используя (3), получаем из (1 ): 

( \BPQ) = 1 AP \ · \ QB \ = 1 АР1 1 + ! Р1Р \ . I QB \ = .r I PB [ · I AQ I \ PP1 l + I P1B I I AQ I  _ л + &  \ QB ! <� I QB \ = 
- p. + r,  . I AQ I  р. • \ QA I = 1 AP1 \ · \ QB I = (АВР Q) 

\ BP1 \ · \ AQ I  1 • 
Лемма 1 доказана . 

Л е м м а 2. Если точки А1, В1, С1, D 1 пря­
мой а1 являются образами точек А. В, С, D 
прямой а при центральном (или параллельном) 
проектировании, то 

(ABCD)=(A1B1C1D1). (4) 

Пусть S - центр проектирования (рис. 2), 
тогда 



Проведем (SF) J__ а (F = (SF) n a) и обозначим 
1 SF 1  �� lz . 

Найдем площади получившихся треугольни­
ков двумя способами: 

1 А 1 S Asc = 2 ! AS 1 · 1 CS 1 sin ASC =т 1 АС 1 · h, 

1 А 1 Sвsc = 2 ! BS J · 1  CS l sin BSC = т l BC l ·  /z ,  

1 <� 1 SвsD = 2 J BS I · I DS j sin BSD = т ! BD I · h, 

1 А 1 SдSD = -т I AS I  · I DS l sin ASD = т l AD I · h. 

Подставляя найденнь�е отсюда зна чения 1 АС / ,  
1 ВС 1 . 1 BD / , 1 AD 1 в выражение для (АВС D), 
получим 

А А 
(ABCD) = 1 АС i · I BD l = s in A S C · sin BSD 

\ BC l · I AD \ А А s in BSC ·S !n ASD 
Аналогично рассуждая,  найдем 

А А 
(А В С D )  = s!n ASC · s!n BSD 

1 1 1 1 А А . 
sin BSC · sin ASD 

(5) 

(6) 

Сравнивая (5) и (6), получим (ABCD) = 
= ( A1B1C1D1). 

При параллельном проектировании (АА1) 1 1  
1 1 (ВВ1) 1 1 (СС1) 1 1  (DD1). Справедливость (4) 
витекает из теоремы Фалеса : 

( / АС \  /А1 С1 /  / BD / \ B1D1 I) 
1 ВС \ = / B1C1 I '  1 AD 1 = / A1D1 / => 

=> ((ABCD) = ( A 1B 1C 1D 1)) . 
Лемм а  2 доказана.  

Теперь проверим  справедливость аксио­
мы I I3• Если некоторые из точек А, В, С сов­
падают, то справедливость I lз ясна. Поэтому 
в дальнейшем считаем ,  что точки А, В, С по­
парно различны. 

С л у ч а й  1 . Точки А, В, С лежат на  одной 
пря�юй PQ и А ВС (рис. 1 ) .  Имеем 
(ABPQ) = I AP l · / QB \ (BCPQ) = I RP / · / QC I  

1 РВ 1 · 1  AQ 1 ' 1 РС 1 · 1  BQ 1 • 
Перемножая эти ра венства , получим 
(ABPQ) - (BCPQ) = / AP / · / QC I = (ACPQ) I AQ l · I PC I  . 

Отсюда после логарифмирова ния р ( А. В) + 
+ р (В, С) = р ( А ,  С). 

Пусть теперь точка В не лежит между А 
и С.  Будем считать для определенности, что 
АСЕ. Тогда , используя последний результат, 
вывоJ1им ,  что р (А, С ) < р ( А ,  В) и тем более 
р ( А ,  С) ,_ f' (A ,  В) + р (В, С ). 

С л у ч а й  2. Точки А, В, С не лежат на од­
ной пря�юй . Пусть {Q, Р} �� (АВ) П w, {R,  S} �-­= ( ВС) П ш, fU,  Т} = (СА ) П ш. (QR ) n (PS)= D 
( рис .  3). Проектируя 3 точки прямой PQ на пря­
мую ИТ из центра D и учитывая лемму 2 ,  
получим 

( ABPQ) = (АК И'Т'). (7) 
По лемме 1 имеем: 

( АКИ'Т) > ( АКИТ); (8) 
(К А Т'И') > (К А ТИ'), или 

( АКИ'Т') > (А К И'Т). (9) 
Из соотношений (7), (8), (9) получа ем 

(ABPQ) > ( А КИТ). ( 10) 
Пrоектируя из тсго же центра D точки пря­

мой SR на прямую UT. полу чим (BCSN) = = (KCU'T'), а затем, используя лемму 1 ,  ана­
логично предыдущему выведем, что 

(BCSR) > ( KCUT). ( 1 1 )  
Теперь перемножим неравенства (1 О) и ( 1 1 )  

(все их члены положительны): 
( A BPQ) · (BCSR) > ( А К  UT) - (KCUT). 

Отсюда после логарифмирования 
р (А, В) + р (В, С ) > р (А ,  К) + р (К, С). 

Так как имеет место АКС ,  то, учитыва я по­
лученное в случае 1 соотношение, приходим 
к требуемому : 

р ( А, В) + р (В, С) > р ( А . С). 
Пров,�рка справедливости аhсиомы Il3 за­

вершена. 
Из расс мотрения случаев при проверке 

аксиомы I I J вытекает также, что для различ­
ных точек А, В, С 

. 
( А ВС) � ( р  ( А ,  В) + р (В,  С) =  р (А ,  С)). 

А это означает, что отношение «лежать меж­
ду» длл точек (а значит, и производные поня­
тия «точки разделены пря мой» и т.  п.) в на-

D 

Рис. 3 Рис. 4 

1 Если окажется, что (QR) П (PS), то испо.1ьзуем па­
раллеJ1ьное п роектирование в направлен ии (VR). 
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шей модели и в евклидовой плоскости совпа­
дают. 

Отсю.1.а следует. что аксиомы I l l 1 и I l l 4 
справедливы и в нашей модели, поскольку они 
верны �з евклидовой плоскости. Из предьщу­
щей же проверки аксиомы I I:'I непосредствен­
но вытекает и справедливость аксиомы I I I з. 
Несколько сложнее проводится проверка 
аксиомы I I I 2. Убедимся в ее справедливости. 

Пусть дано число а ? О. Тогда 1 0" ?  1 .  За­
фиксируем на  хорде Q P точку А ( рис. 1 ) .  Из 
двух «лучей» ( в  смысле нашей моделп) [A Q) 
и (АР) выберем один, скажем [АР) .  Пусть 
далее I A Q ! = c, I AP l = b. Если теперь некото­
рая точ.t<а В описывает хорду ] QP 1 в на прав­
.аении :У1 Q к Р, то отношение /" = 1 QB 1 : 1 ВР 1  
возрастает и при этом может прнни мать л ю­
бые положительные значения (0 ·< 1'. < = ) . 

с В частности, Л = -ь- при В �= А.  

Положим Л 0  = 1 оа · -� . Тог да для соответ­

ствующего этому значению Л0 положения точ­
ки В имеем 

( ABPQ) = I AP l · I QB I = Ьf.,о = 1 0а 
1 РВ 1 · 1  AQ 1 с • 

Отсюда р (А, В) = Ig 1 Оа = а. 
Для проверки выполнимости аксиомы по­

движности плоскости ( аксиомы IV) достаточ­
но показать существование двух перемещений 
с требуемыми свойствами.  Для этого будут 
испоJ1ьзованы некоторые факты проективной 
геометрии (о  них можно прочесть, например,  
в [ 1 ] ,  [6] ) Перемещением в нашей модели 
в соответствии с определением является пре­
образование множества Т в!:!утренних точек 
круга с границей ш, при котором сохраняется 
расстояние р. 

Дополним каждую прямую евклидоной пло­
скости а, в которой расположена окруж­
ность ю, точкой (называемой несобственной)  
и будем считать далее, что множество всех 
таких ( несобственных) точек есть несобствен­
ная прямая l. Множество а U l называется рас­
ширенной плоскос1 ью (она является одной из 
моделей проективной плоскости ) .  

По условию аксиомы IV имеем р (А , В ) = 
= р (А 1 , В 1 ) >0.  Пусть А и В принадлежат 
прямой PQ ( рис. 4) , а А , п 8 1 - прямой P , Q 1 .  
ПDоведем в точках Р и Q касательные 
к 

'
окруж ности ю, их точку пересечения обозна­

чим через С (если касательные параллельны, 
то точка С - несобственная) . Аналогично по­
лучен а  и точка С, ( рис. 4) . Пусть далее 
( СА ) П  (J) = {D, D'} , ( С1А 1 )  П ю = {D 1 , D' 1 } .  

Преобразование п роективной плоскости, 
отображающее прямые на прямые, -называет­
ся колдинеацией. Известно, что коллинеация 
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вполне определяется двумя соответствующими 
ч етверками точек ( причем в каждой из четве­
рок НИt(акие три точки не должны лежать на 
одной прямой) . Определим коллинеацию k1 
так, Ч'Гuбы 
k1 (Р) = Р1 ,  k , (D) = D1,  k1 ( Q )  = Q1 ,  k 1 ( С) = С1• 

( 1 2) 
В этой коллинеации окружность ю отобра­

жается на  себя. В самом деле, известно, что 
1�оллинеацин отображает кривую 2-го порядка 
на криаую 2-го порядка (а окружность являет­
ся кривой 2-го порядка ) . Кроме того, тре:v1я 
точками и касательными в двух из этих точек 
кривая 2-го порядка определяется однозначно. 
В дан!-:!ом случае Р -+ Р1 , Q -+  Q1 , D -+ D1 
( см .  ( 12) ) ,  и при этом k 1  о rображает каса­
тельные (РС) и (QC) соответственно на 
(Р 1 С1 ) и ( Q , C, ) . Итак, в k1 ю -+ ю. 

Далее, коллинеация k 1  отображает внеш­
нюю дJIЯ ffi область на внешнюю, ибо через 
всякую внешнюю точку М можно провести 
к ffi две касательные, которые k, отобразит 
на касательные к ffi. Соответствующая точ­
ка М1 буде r пересечением этих касательных, 
а стало бьп ь, внешней точкой для ffi. Отсюда 
вытекает, что и внутренняя область для (t) 
( множество Т) отображается коллинеацией k1 
на себя. 

Теперь заметим, что если точки Е, F, М, N 
лежат на одной прямой, а k 1  (Е)  = Е1 ,  k 1 (f) = 
= F1 , k 1 (M) = M1 , k 1 (N) = N 1 , то -� --+ ---+ - ->  

ЕМ . EN = Е,М, . E1N1 - -+  . � ---+ . __ __,. . 
FM FN F,M, F,N, 

( 1 3) 

(Этим равенством выражается инвариантность 
при коллинеации так называемого двойного 
отношения четырех 1.'очек прямой.) Из ( 1 3) 
получаем 

I EM / · / FN I  _ / E1M1 l · /F, N, j 
I FM l · I EN l - I F, M, / · IE,N, / • 

Если счи1 ать, что Е и F суть внутренние 

точки ffi, а {М, N} = (ЕF) П ro и при этом NEF, . 
EFM, то получим 

р (Е, F) = р (Е1,  F1 ) . 
Таким образом, коллинеация k1 предстаn­

ляет собой для нашей модели перемещение. 
В этом перемещении k1 (А )  =А 1 , так как 

(PQ) --+ ( P 1 Q 1 ) , ( CD) --+ ( C 1D 1 ) , а (PQ ) (l 
П ( CD )  = А . Далее, k 1  ( В )  = В1 ,  поскольку по 
условию р (А , В ) = р (А 1 , В 1 ) , а точка k1 (B)  
должна лежать на «луче» A 1 Q 1  (ибо переме­
щение сохраняет отношения порядка) ;  на осно­
вании же аксиомы I I I 2 точка k1 (В)  - един­
ственная.  

Кроме того, в силу «порядковых» свойств 
перемещений «полуплоскость» (в  нашей мо­
дели) -х1 с границей (АВ )  (множество точек 



сегмент� PQD без точек дуги PQ) отоора­
жается при k1 на « полуплоскость» (31 ( сегмент 
P1D1Q1  без дуги P1Q1 ) .  

Итак, показано существование перемеще­
ния k1 ,  удовлетворяющего аксиом е  IV. Другое 
перемещение k2 с требуемыми свойствами есть 
коллинеаuия, задаваемая четверками точек С, 
Р, Q, D и C1 = k2 (C) , P 1 = k2 (P ) , Q1=k2 (Q ) ,  
D; = k2 (D) . Проверка выполнимости аксио-

мы I V  завершена .  
Наконец, верна  и аксиом а  параллельности 

Лобаче .,ского У'. Чтобы в этом убедиться, до­
статочно взглянуть на рис. 5, на котором «Пр я ­

Рис. 5 

мые» РМ и NQ прохо­
дят через точку А,  но 
не имеют общих точек 
(элементов Т) с «пря­
мой »  PQ. 

4 .  Построив м одель 
плоскости Лобачевско­
го на плоскости Евкли-
да, мы тем самым по-

Б. м. nоnяков 

(г. Ташкент) 
ИЗ ОПЫТ А ОРГ АННЗдЦНИ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ 
РАБОТЫ ЧЛЕНОВ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
ФАКУЛЬТАТИВОВ 

На протяжении многих лет в ряде средних школ 
г. Ташкента мы ведем для учащихся IX-X классов 
разработанный нами двухгодичный факультативный 
курс .:Избранные вопросы математики - IX, Х» ( 1 28 ч) . 

На занятиях мы стремимся показать учащимся, что 
математика - не скопление правил и формул, не набор 
головоломок, решаемых какими-то искусственными прие­
мами, а живая непрестанно развивающаяся наука, 
неразрывно связанная с развитием других областей зна­
ний и человеческого общества. Поэтому в ходе факуль­
тативных занятий мы уделяем большое внимание вопро­
сам зарождения и становления некоторых разделов 
современной математики, истории развития идей, опре­
деливших современное содержание того или llнoro из 
этих разделов, раскрытию перед учащимися творческо­
го и нравственного облика некоторых выдающихся уче­
ных-математиков, самоотверженно служивших науке 
и человечеству. 

В ходе занятий ч.1ены факультатива слушают лекции, 
участвуют в практических занятинх и дискуссиях, no 
рекомендованной нами литературе готовят краткие вы­
ступления и сообщения, план и тезисы которых предва­
рительно согласовывают с преподавателем. 

В начале учебного года члены математического фа­
культатива Х класса получают темы докладов, посвя­
щенных первому знакомству с определенными раздела· 
м и  математики. На протяжении учебного года, nоль­
зуясь материалами лекций, а также рекомендованной 
нами научно-популярной литературой, они по опреде­
ленному плану готовят к теоретической конференции 
развернутый доклад - итог самостоятельной работы по 
изучению определенного раздела современно�{ математи­
ки. Эти доклады красочно оформляются. 

казали, что геометрия Лобачевского непроти­
воречива, если непротиворечива геометрия 
Евкшщэ.. Кром е  того, мы одновременно убеж­
даемся и в независимости аксиомы параллель­
ности Евклида ( аксиом ы  У) от остальных 
аксиом расс м атриваемой системы. При этом 
имеется в виду, что известна модель ( арифме­
тическая)  геометрии Евклида, в которой вы­
полняется аксиома  V. 

Л и т е р а т у р а  
1 .  Ефимов Н. В. Высшая геометрия. М., «Наука», 1 97 1 .  
2. Делоне Б .  Н .  Элементарное доказательство непро­

тшюречивостн планиметрии Лобачевского. М., Гостех­
юдат, 1 956. 

3 Кос1ин В. И. Основания геометрии. М., Учпедгиз, 
1 948. 

4. Геометр;�я 9. Под ред. 3. А. Скопеt�а. М., «Просве­
щенпе». 

5. Геометрия  8. Под ред. А. Н. Колмогорова. М., 
«Просвещение». 

6. Буземан Г., Келли П. Проективная геометрия и 
проективные метрики. М., Изд. иностр. лит., 1 957. 

7. А брамов А.  М. Логические основы курса планимет­
рии. «Математика в школе», 1 97 4, № 5. 

Так, например, итоговым занятием матс�1атического 
факультатива десятых классов школы № 1 47 была ма­
тематическая конференция на тему «Первое знакомство 
с современной математикой», на которой каждый 
докладчик - член факультатива не более чем за 1 5  ми­
нут изложил суть подготовленного им доклада. На лис­
тах ватмана заранее были подготовлены чертежи и таб­
лицы, использовавшиеся в докладе. Тезисы докладов 
и тексты некоторых выступлений были помещены в спе­
циальном ученическом сборнике. 

Доминирующим в каждом докладе был исторический 
аспект. Например, в докладе «Первое знакомство с тео­
рией множеств» не повторялись известные из п ро­
граммного материала вопросы, а рассматривалась проб­
лема сравнения б.есконечных множеств, отправляясь от 
которой докладчик рассказал о вкладе Г. Кантора в ре­
шение этой проблемы, о значении теории множеств 
в современной математике, о новых проблемах обосно­
вания математики и аксиоматизапии отдельных ее об­
ластей, появившихся на базе теории множеств, о воз­
можности по-новому осветить различные вопросы клас­
сической математики. Были рассмотрены и парадоксы 
теории множеств. В заключение докладчик изложил 
проблему континуум-гипотезу и решение этой проблемы 
П. Коэном. 

Темы других докладов конференции: «Первое знаком­
ство с теорией чисел», «Первое знакомство с киберне­
тикой:. и т. д. Наиболее интересными из них оказались: 
.:Первое знакомство с топологией» и «Первое знаком­
ство с теорией групп». Приведем планы этих докладов 
11  использованную докладчиками литературу. 

!. Первое знакомство с тополо�ией 
1 )  Примеры, приводящие к понятию предмета топо­

логии. 
2) Основные понятия топологии. 

а) Предмет топологии, 
б) nростейшие топологические инварианты, 
в) топология поверхностей. 

3) Теоретико-множественная топология .  
а )  Абстрактная геометрия. Метрические и тополо· 

rические пространства, 
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б) о понятии линии, 
в) размерность 

4) Комбинаторная топология. 
а) Некоторые понятия теорни групп, 
б )  фундаментальная группа, 
в )  группы гомологий, 
г) некоторые приложения теории гомологий. 

5) Краткий исторический обзор развития топологи11. 

Л и т е р а т у р а  

Александров П. С., Ефредювиr1 В. А .  О простейших 
понятиях современной топологии. М.- Л., ОНТИ, 1 935. 

Болтянский В. Г., Ефремович В. А. Очерк основных 
идей тополопш. Математическое просвещение. (Новая 
серия) . Вып. 2, 3, 4 и 6-й. ,\1., Физматгиз, 1 957, 1 958, 
1 959, 1 96 1 .  

Делоне Б .  JJ., Ефрелювич В. А .  Что такое топология? 
«Природа», 1968, № 3. 

Делоне Б. Н., Ефре;лович в, А. Что такое топология? 
«Наука и ЖИЗНЬ», 1 970, № 8. 

Ефремович В. А. Основные топологические понятия. 
Энциклопедия элементарной математики. Книга 5-я. М., 
«Наука», 1 966. 

Курант Р., Роббинс Г. Что такое м атематика. Гла ­
ва V. М.- Л., Гостехиздат, 1 947. 

Нейман А. Радость открытия. М., «Детская литера­
тура», 1 972. 

Стинрод Н., Чинн У. Первые понятия топологии. М., 
«Мир», 1 967. 

I I .  Первое знакомство с теорией групп 

1 )  Возникновение проблемы разрешимости алгебраи­
чес1шх уравнений в радикалах. 

2) Нильс Хенрик Абель, его роль в решении п робле­
мы разрешимости алгебраических уравнений в ра­
дикалах. 

3) Эварист Галуа, его роль в решении проблем ы раз­
решимости алгебраических уравнений в радикалах. 

4) Примеры, приводящие к понятию группы. 
5) Аксиоматическое определение группы 11 некоторые 

непосредственные следствия. 
6) Группы преобразован11й в геометрии. 
7) Группы в алгебре. 
8) Группы симметрии. 
9) Идея применения теории групп в физике. Аналоги 

теории Галуа. 
10) Задача Шафаревича. 

Л и т е р а т у р а  

Александров П. С. Введение в теорию групп. М" 
Учпедгиз, J 95 1 .  

Баумгартнер Людвиг. Теория групп. М.- Л., Гостех­
издат, 1 934.  

Виленкин Н. Я., Яглом И. М. Теория групп и школь­
ная м атематика. Сб. «Новое в школьной математике�. 
М., «Знание», 1 972. 

Гроссман М., Магнус В. Группы и их графы. JV\., 
·к.\1\.ир», 1 97 1 .  

Галуа Эварист. Соч. М., Объединенное научно-техни­
qеское издательство НКТП СССР, 1 936. 

Дальма А. Эварист Галуа - революционер и м атема­
Т!II<. М., Физматгиз, 1 960. 

Демидов С. С. У истоков современной алгебры. Серия 
<Математика, кибернетика». М., «Знание», 1 97 1 ,  № 4. 

Инфельд Леопольд. Эварист Га.1уа. Серия «Жизнь за-
мечательных людей». .М., «Молодая гвардия». 
Вып. 14 (:::62) ,  1 958. 
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Оре О. Замечательный математик Нильс Хенрик 
Абель. М., Физматгиз, 1 96 J .  

Сойер У. У. Прелюдия к м атематике. Изд. 2-е, М., 
«Просвещение», 1 972. 

В школе № 50 мы провели д.1н учащнхся восьмых 
классов разработанный нами факультативный курс 
«Избранные вопросы м атематики - V ! I l» (64 ч ) .  Значи­
тельная часть вопросов этого факуJ1ьтатива относилась 
к развитию у учащихся геометрических представлений, 
включая представления, связанные с элементами неев­
клидовых геометрий Лобачевского и Римана. Одна из 
задач нашего эксперимента в этом cJiyчae состояла 
в изучении умений восьмиклассников читать под нашим 
руководством научно-популярную литературу, информи­
ровать о прочитанном и самостоятельно доказывать не­
которые предJiожения, например предложения, эквива· 
лентные V постулату Евклида. 

Проведенный нами эксперимент позволяет утверждать 
следующее: 

1 )  Члены математического факультатива восьмых 
классов проявляют большой интерес к уяснению перво­
начальных представлений об элементах геометрии Лоба­
чевского, ecJiи учителю удается в доступной и увлека­
тельной форме рассказать о зарождении и развитии 
геометрических знаний. Они с удовольствием читают от­
дельные главы или параграфы книг, рекомендуемых 
учителем, и пересказывают их содержание, но большин­
ство из них затрудняется конспектировать прочитанное 
или хотя бы набросать краткие тезисы своего выступле· 
ния. Им посильно осмысливание равноправности V пос­
тулата Евклида с предложениями, ему эквивалентными. 
Они справляются с доказательством некоторых из этих 
предложений. Их привлекают остроумные поиски реше­
ния проблемы V постулата Евклида, выполненные Ома· 
ром Хайямом и Насирэтдином Туси. 

2) Среди членов математического факультатива девя­
тых классов обычно выделяются те ученики, которые 
в VI 1 1  классе уже участвовали в занятиях факульта· 
тива или математического кружка. Они охотно переда­
ют свой опыт новичкам. Тактичный пндивидуальный 
подход учителя к членам м атематического факультати· 
ва девятых классов при распределении заданий, систе· 
матический контроль за их самостоятельной работой 
и своевременная, сочетающаяся с требовательностью, 
помощь при появлении у них затруднений позволяют 
выявить тех, у кого окреп интерес к математике, к са­
мостоятельным занятиям ею - именно из таких учащих­
ся «формируются кадры» будущих членов математиче­
ского факультатива десятых классов. 

Наши наблюдения также показали, что приглашени<' 
членов математического факуJiьтатива девятых классов 
в качестве гостей на теоретическую конференцию деся­
тых классов весьма бJiаготворно действует на девяти­
классников. Многие из них уже сразу после конферен· 
ции обращаются с просьбой дать задание для докJiада 
в Х классе. 

3) Самостоятельная работа членов математического 
факультатива десятых классов по изучению некоторых 
разделов современной математики при надлежащей под· 
готовке учащихся в !Х классе впо,1не нм посильна. Она 
при систематическом, требовательном, квалифицирован­
иом и доброжелательном руководстве со стороны вепре· 
станио занимающегося самообразованием учителя зна· 
чительно повышает интерес учащегося к науке; учит 
вдумчиво работать с книгой, воспитывает любознатель­
иость, собранность и настойчивость в достижении цели, 
развивает м атематическое м ышление, математическую 
речь, расширяет математический кругозор, позволяет 
.:увидеть» математику в зарождении, развитии, станов· 
лении и перспективе, знакомит с героями математиче­
ской науки - людьми высоких научных и общественных 
идеалов. Такая работа помогает раннему выявдению 
математических талантов. 



Эксперимент 

МЕТОДИКА ИЗУЧЕНИЯ 

КОМБИНАТОРИКИ НА ГРАФАХ 

В. Ф. Воnrина 

(г. Южно-Сахалинск) 

Привлечение к решению комбинаторных задач мета· 
да графового моделирова!ННI помогает избежать форма·  
лизма в знаниях учащихся. 

Введем необходимые для данной работы термины тео­
рии графов. Под графом понимается схема, состоящая 
из точек (вершин - элементов графа) н отрезков, их 
соединяющих (ребер графа) . Мы используем в данной 
статье графы-деревья. На рис. 1 представлен пример 
графа-дерева имеющего шесть вершин: 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Ребрами явл�ются отрезки: 1-2, 1 -3, 2-4, 2-5, 2-6. 
Вершины графа расположены на различных уровнях, 
которые называются ступенями графа. Граф на ()ИС. 1 

! ! 

i:' п 
!!! 4 5 б Рис. 1 

имеет три ступени: I, П, I I I .  Вершины, которые не про­
должают далее граф, называются конечными, их на 
рисунке четыре: 3, 4, 5, 6. Л юбой путь от первой вер­
шины до конечной называется ветвью графа. Например, 
путь 1-2-5 - одна нз ветвей графа. Совокупность ре­
бер, исходящих из одной вершины, образует пучок. 
Так, предложенный граф имеет два пучка: при верши­
не 1 и вершине 2. Ранг пучка определяется по числу 
ребер, содержащихся в пучке. Ранг пучка при верши­
не 1 равен двум, а при вершине 2 - трем. Пучок, 
исходящий из первой вершины, называют О-пучком. По 
рангам пучков графы делятся на однородные, если все 
пучки одного ранга, и неошюродные, если пучки раз­
ного ранга. Граф на рис. 1 неоднороден. Кроме того, 
различают графы полные, если все конечные вершины 
графа расположены на послеш:ей ступени, и неполные, 
если не все конечные вершины графа расположены на 
последней ступени. На рис. 1 граф неполный, та1< как 
вершина 3, являясь конечной, не расположена на треть­
ей ступени. 

Суть метода графового моделирования решения эле­
ментарных комбинаторных задач заключается в том, 
что устанавливается взаимно-однозначное соответствие 
между: 

1 ) числом элементов множества и рангом О-пучка, 
2) числом элементов в выборке и числом ступеней, 
3) числом выборок и числом конечн1.1х элементов гра­

фа, расположенных на последней ступени. 
При этом особенности выборки определенного вида 

учитываются в конфигуrапии 1 рафа. Так, О-пучок харак­
теризует, сколькими способами можно выбрать первый 
элемент в выборку, пучки на второй ступени показы­
вают, сколькими  способами за первым выбранным эле­
ментом можно поставить вто�;ой и т. д. Каждая ветвь 
графа решения комбинаторной задачи наглядно пред-

ставляет определенную выборку, а все они дают пере­
бор всех возможных выборок в данной зада'lе. 

Основные понятия и формулы 

П р и н ц и п с л о ж  е н и я. Если два действия А и В 
взаимно исключают друг друrа ,  причем действие А мо­
жет быть выполнено k способами, а действие В - п спо­
собами, то какое-либо из них (или А, или В) может 
быть выполнено (k+п) способами.  

При отработке этого принципа сле.'lует подчеркнуть, 
что когда говорят о сумме действий, то действия 
соединяются сою:юм «или». Дадим пример, иллюстри­
рующий принцип сложения. 

З а д  а ч а.  Пассажир люжет сесть или в первый ва­
гон на пять свободных мест, или во второй вагон на 
три свободных мепа. Сколькими спосос!ами пассажир 
люжет разместиться в поезде? 

Р е ш е н и е. За действие А обозначнм посадку в пер­
вый вагон, оно может быть выполнено пятью способа ·  
ми .  За действие В обозначим посадку во  второй вагон, 
оно может быть выполнено тремя способами. За дей­
ствие С обозначим посадку в поезд. Пассажир может 
сесть или в первый, или во второй вагоны, т. е. долж­
но выполняться или действие А ,  или действие В. Сле­
дователыю, С = А  +в. Пассажир может разместиться 
в поезде восемью способами. 

Проиллюстрируем принпип сложения на графе. Каж­
дое из действий А или В может быть изображено пуч­
ком содержащим столько вершин, сколышми способа­
ми 

'
может быть выполнено каждое действие. Графы 

действий А и В изображены на рис. 2,а, б. Объедини�� 
нх в один пучок ( риr. 2,в) . Число конечных элементов 
полученного графа дает число способов выпоJшения 
действия С. 

а) {} J 8) 
Рис.. 2 

Итак, чтобы построить граф действия С=А +В, не­
обходимо графы действий А и В объединить в один пу­
чок. Число конечных вершин построенного графа дает 
число способов выполнения действия С. Правило мож­
но распространить на любое конечное число слагаемых. 

П р  и н  ц и п у м н о ж е н  и я. Пусть необходимо вы­
полнить одно за другим какие-то два действия А и В, 
причем действие А может быть выполнено п способами,  
а действие В k способами. Тогда оба действия (и  А, 
и В) могут быть выполнены nk способами. 

3 а д а ч а.  Сколькими способами можно составить f)аз­
ведгруппу из од1юго офицера и одного солдата, если 
ил1е101ся два офицера и три солдата? 

Р е ш е н и е. За действие А примем выбор офицера. 
Оно может быть 11ыполнено двумя способами .  т. е. n = 2. 
За действие В примем выбор солдата. Оно может быть 
выполнено тремя способами, k=3. За действие С при­
мем составление разведгруппы. Оно произойдет, если 
будет выполнено и действие А и действие В, поэтому 
С = А В. Таким образом, разв�дгруппу можно составить 
пk = 2 · 3 = 6  способами.  

Проиллюстрируем принцип умножения на графе. Дей­
ствия А и В можно представить пучками с двумя 
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и тремя связями соответственно (рис. 3,а, 6) . Действие 
С =АВ можно изобразить графом, полученным из гра­
фов действий А и В. В конце каждой конечной верши­
ны графа А строят полный граф действия 8 (рис. 3,в) . 
Число всех конечных элементов построенного графа по­
казывает, скольким и  способами может быть выпоJ1нено 
действие С. 

Итак, чтобы построить граф действия С=АВ, необ­
ходимо в каждой конечной вершине графа действия А 
построить полный граф действия В. Число полученных 
конечных вершин построенного графа дает число спосо­
бов получения С=АВ. Данный п ринцип можно рас­
пространить на любое конечное число множителей. 

О п  р е д  е л е н  и е 1 .  П од k-выборкой из множества 
М = {а1, а2, . " , ап} пон и мается выбор N = [a1, . а1" • • • • . .  , ai }· где а1 Е М. k т 

Выборки могут быть с повторениями,  есл\J в н и х  один 
и тот же элемент входит более одного раза, и без по­
вторений, если они состоят из различных элементов. 
Кроме того, выборка может быть упорядоченной, если 
в ней установлен порядок элементов, и неуцорядочен­
ной, если порядок элементов в ней не имеет значения. 
Это определяется условием задачи. 

О п р е д е л е н и е  2. Упорядоченная k-выборка из 
п-м ножества 1, элементы в которой не повторяются, на­
зывается размещением и з  п элементов по k. 

Число размещений обозначается А� .  
О п  р е д е л  е н и  е 3 .  Упорядоченная п-выборка из 

и-множества называется перестановкой из п элементов. 
Число перестановок обозначается Pn. 
О п р е д е л  е н и е 4. Н еупорядоченная k-выборка из 

n-множества, элементы в которой не повторяются, на­
зывается сочетанием из п элементов по k. 

Число сочетаний обозначается С�. 
О п р е д е л  е н и  е 5. Упорядоченная k-выборка из 

п-м ножества, элементы в которой повторяются, назы­
вается размещением с повторениями из п элемщпов 
по k. 

Чис.10 размещен и й  с п о вторени я м и  обозначается 
-k Ап-

0 ц р е 11 е л е  н и е 6 .  Упорядоченная п-выборка и з  
п-множества, содержащего несколько групп одинаковых 
элементов, называется перестановкой с повторениями 
из п элементов. 

Чис.10 перестановок с повторе1111ями обсзначается 

Рп . 
О п р е д е л е н  и е 7. Неупо�ядоченная k-выборка из 

n-множества, элементы которои могут повторяться, на­
зывается сочетанием с повторениями из п элементов 
по k. 

-k Чнсло сочетан ий с повторе н и я ми обозначается С11 • 
Размещения с повторения.ни 

З а д  а ч а 1 .  Сколько трехзначных чисе.11 можно 
написать с помощью цифр 1, 2? 

1 Под а-множеством понимают множество, содержа­
щее п элементов. 

74 

о 
! 
l[ 

Рис. 4 JJ! 

Р е ш е н и е. Обозначим А 1  - выбор первой цифры 
в число, оно может быть выполнено двумя способами 
( или 1 ,  или 2) , А2 - выбор второй цифры в число, оно 
может быть выполнено также двумя способами, Аз -
выбор третьей цифры в чис,10 - может быть выполнено 
двум я  способами. П усть А - составление трехзначного 
числа. Ясно, что А =А1А2Аз. Поэтому граф действия А. 
получим по принципу умножения графов действий А1,  
Az, А�. к;рцд1>1й и з  которых содержит пучки с двумя 
ребрами (рис. 4 ) .  Каждая ветвь построенного графа-де­
рева - искомое трех3f1ачное число. Таких чисел будет 
стол1>1>0, сколько ветвей, а число ветвей равно числу 
конечных элементов графа, т. е. 2 · 2 · 2=8. 

3 а д а ч а 2. Сколько k-размещсний с повторениями 
из п-множества можно составrпь? 

Р е ш е н  и е. Обозначим А 1 - выбор первого элемента 
из п-множесп�а в k-размешепие, оно может быть вьtпол­
нено п способами, Поэтому граф данного действия со­
держит п ребер. Через А 2  обозначим выбор второго 
элемента в размещение. Так как элементы могут повто­
ряться, то данное действие может быть выполнено так­
же п способами, следовательно, граф действия Az будет 
содержать п ребер. Рассуждаем аналогично для дей­
ствий А3, А4, • • •  , A k-I· Пусть A1t - выбор k-ro элемен­
та в размещение. Оно может быть выполнено п спосо­
бами,  поэтому граф действия A 1t будет аналогичен гра­
фам предыдущих действий и содержать п связей. 

Пусть А - составление размещения с повторениями, 
содержащего k элементов из данного п-м ножества. Что­
бы выполнить действие А, необходимо выбрать и 1 -й, 
и 2-й, . . .  , и k-й элементы. Следовательно, А= 
=А 1А2, • • •  , Ak. Поэтому граф действия А будет получен 
из графов действий А1, А2, . . .  , А , по принципу умно­
жения графов. Число конечных элементов построенного 
графа дает число размещений с повторениями. Оно рав­
но n ·n · . . .  · n= nA рис. 5) . 

Рис. 5 

Итак, ч rобы подсчитать число размещений с пов­
торениями А�, нужно построить полный однородный 
граф с (k + 1) ступенью и рангом пучков, равным п. 
Число конечных элементов построенного графа равно 

-k k ч}:!слу размещений с повторе н и я м и, т. е. Ап - п . 



Размещения без повторений 

3 а д  а ч а 1 .  Сколько различных двубуквенных .:слов» 
можно составить из карточек, на которых написаны 
4 буквы: а, Ь, с, d? 

Р е ш е н  и е. Пусть А - выбор первой буквы в «сло­
во», оно может быть выполнено четырьмя способами, 
следовательно, пучок данного действия содержит 4 реб­
ра. Через В обозначим выбор второй буквы в «слово», 
оно может быть выполнено только тремя способами, 
так как одна буква уже занята, следовательно, пучок 
действия В содержит 3 ребра. Обозначим С составле­
ние двубуквенного «слова». Оно может быть выполнено, 
если выполнены действliя и А, и В, т. е. С= АВ. Поэто­
му граф действия С получается из графов действий А 
и В по принципу умножения (рис. 6) . 

-�-Ь--,,-с -d- O  

--��-._ _ _.._.....__...._ ____ ........ �"--� Ь с а а с ct a  Ь d а ь с Рис. 6 

Число конечных элементов п остроенного графа дает 
число размещений без повторе н и й  А� и равно 1 2, 

т. е. А� = 12 .  
. 

3 а д  а ч а 2. Найти число k-раз.мещений без повторе­
ний из п-множества. 

Р е ш е н и е. Пусть А 1  - выбор первого элемента из 
а-множества в k-размещение. Оно может быть выпол­
нено п способами, поэтому граф действия А1 будет со­
держать п ребер. А2 - выбор второго элемента из п-мно­
жества в k-размещение - может быть выполнен (п - 1 )  
способом, так как один элемент уже взят на первое 
место. Граф действия А2 содержит (п - 1 )  ребро. Рас­
суждаем аналогично для действий Аз, А4, • • •  , А н-1 •  
Действие Ak - выбор k-го элемента из  п-множества 
в размещение - может быть выполнено (п - k + ! ) 
способами, поэтому граф действия А п  будет содержать 
(п - k + 1) ребро. Пусть А - составление k-размеще­
ния из п-множества. Чтобы получить действие А, надо 
выполнить и действие А 1, и действие А2, • •  " и дей­
ствие Ak, т. е. А =А1А2, . . .  , Ak. Поэтому граф действия А 
можно получить из графов действий А 1, А2, _ . "  A k  по 
принципу умножения графов. 

Число конечных эле ментов построенного графа рав­
но А� = п (п - 1)" . (п - k + 1 ). При этом каждая 
ветвь построенного графа представляет раз ме щение 
k элементов без повторения из  п-множества (рис. 7).  

Рис. 7 

Итак, чтобы подсчитать число размещений без по­
вторений  А�. нужно построить граф с (k + 1) ступенью, 
ранги пучков в ко то ром у меньшались бы на 1 от п 
на первой ступени до (п - k + 1) на последней с ту­
пен и. Число к онечных элементов построенного графа 
равно п (п - 1 ) . . . (п - k + 1 ), что равно А�. т. е. А� = 
= n (n - 1) . . .  (n - k + l ). 

Перестановки без повторений 

3 а д а ч а 1 .  Сколькими способами можно располо­
жить на полке три книги? 

Р е ш е н и е. П усть А 1  - поставить книгу на первое 
место. Это может быть выполнено тремя способами, 
поэтому граф действия А 1  содержит три ребра. А2 - по­
ставить книгу на второе место - может быть выполне­
но двумя способами, так как одна книга уже поставле­
на. Следовательно, граф действия А2 содержит два реб­
ра. Аз - поставить книгу на третье место - может быть 
выполнено одним способом, так как две книги уже 
стоят, следовательно, граф действия Аз содержит одно 
ребро. Действие А - установить на полке три книги. 
Для его выполнения необходимо поставить и 1 -ю, и 2-ю, 
и 3-ю книги, т. е. А =А 1А2Аз. Следовательно, граф дей­
ствия А можно получить по принципу умножения гра­
фов действий А 1, А2, Аз. Число конечных элементов по­
строенного графа равно 6 (рис. 8)  и в то же время 
равно числу перестановок без повторений, т. е. Рз = 
= 1 ·2 ·3 = 6. 

Рис. 8 
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Итак, число перестановок без повторений можно под­
считать по числу конечных элементов графа, имеющ1:го 
(п+ 1 )  ступень, п ребер в пучке на первой ступени, 
(п - 1 )  - на второй ступени, (п - 2) - на третьей сту­
пени, . . .  , 2 ребра - на п-й ступени, 1 ребро - на (п+ 1 ) 
ступени. Оно равно 1 · 2 · 3 ·  . . .  · (n - 2) (п - l )п="'nl,  
т.  е. Рn = п! 

Сочетания без повторений 

З а д а ч а 1 .  Сколько Аюжно составить трехэлемент-
ных подмножеств из элементов множестЕЕJ М = 
= {а, Ь, с, d}? 

Р е ш е н и е. Первый элемент в выборку может быть 
выбран четырьмя способами:  а, Ь,  с, d, следовательно, 
граф будет содержать 4 ребра ( рис. 9).  Его изображе­
ние дано в О-пучке. На первой ступени поместим пуч­
ки, показывающие, сколькими способами можно доба­
вить к выбранному первому элементу вторые элементы, 
чтобы при этом получились подмножества из двух эле­
ментов. К элементу а вторым элементом можно доба-

о 

d j 

!! 

Рис. 9 !!! 
с d d. d 
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вить любой из оставшихся элементов Ь, с, d (эти эле­
менты в записи множества стоят после элемента а ) .  
Поэтому пучок п р и  эJiсменте а будет содержать три 
ребра. К элементу Ь вторым ЭJI(�ментом в подмножество 
можно добавить только два элемента (с и d) . Элемент 
а б рать нельзя, так как в противном случае мы получи­
ли б ы  подмножество из элементов Ь и а, но в пучке 
при а оно уже было. Следовательно, пучок при Ь будет 
содержать две связи (с и d) , т. е. столько, сколько эле­
ментов в записи м ножества А1 после элемента Ь. АнаJiо­
rично рассуждаем при выб:Jре второго элемента к эле­
менту с. Вторым к нему мо >КнО добавить только эJiе­
мент d, чтобы получился новый набор двух элементов. 
Следовательно, пучок при эJJсменте с будет содержать 
один элемент. Получили граф с тремя ступенями. Nlно­
жество ветвей данного графа, дошедших до второй сту­
пени, дают всевозможные двvхэлементные подмножества 
м ножества М. Чтобы получ1!ть трехэлементные подмно­
жества, необходимо к выбранным двум элементам доба­
вить третий. К ветви а - Ь можно добавить только два 
элемента: с, d. Обращаем внимание на то, что пучок 
при элементе Ь на второй ступени вкJiючает элементы, 
которые сод(;;ржатся в данном множестве после элемен­
та Ь. К элементу с на второй ступени можно добавить 
только элемент d, а к элементу d нельзя добавить ни 
одного элемента, чтобы получилнсь новые подмноже­
ства. Ч исло ветвей графа, дошедших до третьей ступе­
ни, равно числу всевозможных трехэлементных подмно­
жеств множества М. Данный граф наглядно представил 
и все трехэлементные сочета 1 1 •1я без повторений множе­
ства !!З четырех элементов. 

Аналогично может быть построен граф для 
числа сочетаний без повторений для любого 
В связи со сложностью выsода формулы для 
с� с помощью графовых моделей данную 
можно получить традиционным путем. 

подсчета 
случая. 

подсчета 
формулу 

Итак, число сочетаний без повторений С� равно чис­
л у  конечных элементов, расположенных на последней 
ступени графа, имеющего (k+ 1 )  ступень, п элементов 
в 0-пучI<е, ранги остальных пучков равны числу эле­
ментов м ножества, расположенных после данного эле­
мента. 

Сочетания с повторениями 
З а д  а ч а 1. Сколькими способами можно выбрать 

три пирожных, если имеются дvа сорта: наполеон и тру­
бочка? 

Графовая модель решения данной задачи дана на 
рис. 1 О. Построение графа решения этой задачи анало-

Внеклассная работа 

В. Л. Гутенмахер, Ж. М. Раббот 

(Москва) 

ВЗМШ В ПОМОЩЬ УЧИТЕЛЯМ 
СТАРШИХ КЛАССОВ 

В соответствии с установившейся традицией вот уже 
в четырнадцатый раз Всесоюзная заочная матем а rиче· 
екая школа АПН СССР при Московском университете 
( В3МШ) приглашает учителей математики принять 
участие в работе групп 4:КОJIJiективный учени к  ВЗМШ». 
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гично построению графа для подсчета числа сочетаний 
без повтореннй. Однако rак как элементы в рассматри­
ваемой выборке могут повторяться, то в пучки будут 
входить элементы, расположенные не после данного эле­
мента во м ножестве, а начиная с этого э.1емента. Напри­
мер, пучок элемента т на второй ступени содержит 
не оди н  элемент, как это было бы в случае сочетаний 
без повторений, а два элемента: т, н. 

Итак, число сочетаний с повторениями равно числу 
конечных элементов графа, имеющего (k+ 1 )  ступень, 
п элементов в О-пучке, ранги остальн ых элементов рав­
ны числу элементоь в множестве, начиная с того эле· 
мента, для которого строится пучок. 

В связи со своеобразием перестановок с повторения­
ми, заключающемся в том, что множество, из которого 
они составляются, состоит из различных групп одина­
ковых элементов, выявить общие свойства структуры 
графа перестановок с повторениями нам не удалось. 

Подводя итог сказанному, отметим преимущества гра­
фтюго решения комбинаторных задач перед традици­
онным: 

1 )  иллюстрируется динамика решения комбинаторных 
задач; 

2) наглядно представляется перебор выборок в каж­
дой задаче. Имеется возможность под<:читать число вы­
борок не по формулам, а непосредственно по графу; 

3) можно более г.1убоко вскрыть процесс решения 
задачи и этим способствовать преодолению форма;шзма 
в знаниях учащихся. 

Графовый метод имеет и отрицательные стороны: 
1) его це.1есообразно применять при небольшом чис­

ле элементов во множестве и в выборке. В противном 
случае граф решения будет очень громоздким ; 

2) с ра внител ьно легко строятся г рафы для подсчета 
А�, А�, Рп, намного сл ож1 1ее - С�. С�, Рп. Поэто му 
у потребле н и е  г ра фового метола реше н и я  задач в п р о· 
цессе обуче н и я  дс нжно в основном у п отре бляться 
в период отработки п онятий выборк и  данного вида. 

Группы «Коллективный ученик 83MII1» - это м атема­
тические кружки, работающие под руководством учи ге­
лей математики по п рограмме и пособиям ВЗМШ. 

Для организации группы учителю достато'!но не позд­
нее 20 сентября 1 977 г. п рислать на имя директора 
ВЗМШ ( адрес в конце статьи) заявление, заверенное 
директором школы, в котором надо указать список чле­
нов кружка. Учащиеся группы должны в 1977/78 учеб­
ном году обучаться в VII I  или IX классе (для них 
имеется соответственно трех- или двухгодичная про­
грамм а) . 

Программа ВЗМШ тесно связана со школьной 
и с программой факультативных занятий. Как показа.1 
м ноголетни й  опыт, занятия в т:�ких группах приносят 
большую пользу не только школьникам, но и р уководя­
щим занятиями учителям, особенно сейчас, в период 
введения новой школьной программы. 

Согласно «Положению о ВЗМШ:., утвержденному Ми­
нистерством просвещения СССР, п роведение занятий 



в группах «Коллективный ученик ВЗМШ» может опла­
чиваться школами как факультативные занятия. 

После зачисления в ВЗМШ группа «Ко.1лективный 
ученик» регулярно получает учебно-методические посо­
бия. С их помощью учитель проводит занятия кружка, 
затем кружок коллективно выполняет контрольное за­
дание по данной теме и высылает его в ВЗМ11!. Там 
работа проверяется и вместе с рецензией и рекоменда­
циями высылается обратно учителю. 

В пособии по каждой теме [J риводится теория и раз­
бирается ряд задач. Контрольное задание содержит на­
бор обязательных упражнений и дополнительную часть 
из более трудных, но интересных задач. Кроме того, 
предлагается ряд необязательных заданий. 

Помимо пособий по выполнению заданий учителям 
предлагаются специальные методические разработки по 
изучению отдельных, наиболее трудных тем программы. 
Эти разработки помимо методических рекомендаций со­
держат решения контрольных задач. 

Кружкам, выполнившим все задания, выдаются удо­
стоверения об окончании ВЗМШ. 

Вообще работа с учителями постоянно стоит в цент­
ре внимания работников ВЗМШ, принося большую 
пользу обеим сторонам. Задания и пособия ВЗМШ не­
прерывно дорабатываются с учетом замечаний и поже­
ланий учителей и школьников, в программе появляются 
все новые темы. В создании методических разработок 
для руководителей групп «Коллективный ученик ВЗМШ» 
принимает участие большой коллектив методистов 
ВЗМШ и математиков Московского университета. 

Помимо групп «Коллективный ученик» в ВЗМШ 
имеется индивидуальная форма обучения школьников. 
Ниже мы публикуем условия приема и задачи вступи­
тельной контро.1ьной работы для семиклассников. Про­
сим учителей рекомендовать наиболее способным из уче­
ников школы попробовать свои силы в конкурсе. 

Вниманию семиклассников! 
Всесоюзная заочная математическая школа Академии 

педагогических наук СССР п ри Московском универси­
тете объявляет прием учащихся. В школу принимают­
ся учащиеся седьмых классов. Школьники, проживаю­
щие в Москве, Ленинграде и их ближайших п ригородах, 
в ВЗМШ не принимаются. 

Занятия начнутся с 1 сентября 1 977 г. Обучение 
в школе бесплатное. Учащиеся, принятые в школу, бу­
дут регулярно получать задания, которые содержат 
объяснения теоретических вопросов и задачи для реше­
ния. Выполненные задания будут проверяться препо­
давателями ВЗМШ - студентами, аспирантами и п репо­
давателями МГУ и других университетов н институтов, 
при которых организованы филиалы ВЗМШ. 

Предлагаем задачи, которые СJiужат вступительной 
контрольной работой в ВЗМШ. :Желающие принять 
участие в конкурсе должны выслать решения этих за­
дач не позднее 20 марта 1977 г. После проверки работ 
(примерно в июле 1 977 г.) всем приславшим работы бу­
дут сообщены результаты: зачислены они в ВЗМШ или 
нет. Преимуществом при зачислении пользуются школь­
ники, проживающие в сельской местности и в рабочих 
поселках. 

Хотя некоторые из вступительных задач по внешне­
му виду отличаются от обычных школьных, для их ре­
шения не требуется никаких дополнительных знаний по 
математике. 

Для того чтобы быть принятым в школу, не обяза­
тельно решить осе задачи без исключения. При опенке 
работы будет учитываться не только количество решен­
ных задач, но и качество решения. Решение каждой 
задачи должно быть обосновано. Ответ без всяких 
объяснений может быть не засчитан. Если в задаче воз­
можны несколько разных ответов, то надо указать их 
все. 

Работа должна быть вьтолнена на русском языке 
в ученической тетради в клетку. Вступительные работы 
обратно не высылаются и не рецензируются. 

Просим при пересылке не сворачивать тетрадь в труб­
ку. В конверт вместе с тетрадью нужно вложить листок 
бумаги размером 1 4Х6 см с написанным на нем пол­
ным почтовым адресом отправителя (мы наклеим его 
на конверт, когда будем посылать ответ) . 

На обложку тетради надо накле11ть лист кленатой 
бумаги, разграфив и заполниз его по следующему об­
разцу (иначе работа проверяться не будет) : 

О бласть 
Фамилия, имя 
Год рождения 
Класс 
Школа (полное назва­

н ие) 
Фа милия,  имя,  отчество 

учителя математик и  
Место работы и до,1 ж­

ность родителей 

Полный п очтовый адрес 

Калужская Иванов Петр 
1963 
VII Средняя школа № 1 г. Су-хиничи Никаноров Владидtuр Алексеевич. Отец - шофер автобазы 
№ 3  Мать - домашняя хозяй­ка 
г. Сухитшчи , ул. Ленина д. з. кв. 7 

Р е з у л ь т а т ы  п р о в е р к и  
2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Школьники, проживающие в Архангельской, Калинин­
градской, Ленинградской, Мурманской, Новгородской 
и Псковской областях, Коми и Карельской АССР, Бе­
лорусской, Латвийской, Литовской и Эстонской ССР, 
должны высылать свои работы по адресу: Ленинград, 
П-228, ул. Савушкина, 61 .  Специнтернат при ЛГУ, 
ЗМШ. На конкурс. 

Учащимся, проживающим в Воронежской, Белгород­
ской, Тамбовской, Курской и Липецкой областях, сле­
дует высылать работы по адресу: г. Воронеж, Универ­
ситет, ФЗМШ. На конкурс. 

Школьникам, проживающим в Казахской ССР, надо 
направлять свои работы по адресу: Казахская ССР, 
г. Уральск, пединститут, физмат, кафедра высшей алгеб­
ры, ЗМШ. На конкурс. 

Ребятам, проживающим в остальных областях РСФСР 
и других союзных республиках, следует отправлять ра­
боты по адресу: 1 1 7234, Москва В-234, МГУ, мехмат, 
ВЗМШ. На конкурс. 

Задачи вступнтельнон контрольнон 
работы в ВЗМШ 

в 1977 r. 

1 .  В равенстве двух дробей, чиrлители и знаменатели 
которых - двузначные числа, цифры заменены буквами :  
одинаковые - одинаковыми, разные - разными :  

КУ КА 
РЕ = к у ·  

Какую цифру означает каждая из букв (достаточно 
привести все возможные ответы) ? 

2. Дан прямоугольник ABCD. Найдите множество то­
чек М, для которых \ MA I  + \MB l = IMC/ + I MD/ .  

3 .  Доrюлнить табличку 4Х4 (см. рис.) буквами В ,  
3 ,  М ,  Ш ,  обвести их рамками четырех типов (квадрат, 
ромб, круг, треугольник)  и раскрасить их в четыре цве-
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' та так, чтобы выполнялись 
следующие условия: в каж­
дой строке и в каждом 
столбце должны встречать­
ся все буквы, все цвета 
и все типы рамок, при 
этом каждая буква долж­
на быть написана по разу 
каждым цветом и рамка 
каждого типа должна со­
держать каждую букву и 
каждый цвет (достаточно 

нарисовать правильную картинку) . 
4. В прямоугольном треугольнике а и Ь - длины его 

катето�, с - длина гипотенузы, h - длина высоты, опу­
щенпои на гипотенузу. Докажите, что с +  h > a  + Ь. 

5. Найдите все решения системы уравнений 

{ х2 = у + z, 
у2 = Z + Х, z2 = х" t- у2. 

И. А. Куwннр 

(г. Киев) 

ЭТЮД О ВПИСАННОЙ ПОЛУОКРУЖНОСТИ 

Назовем полуокружность, находящуюся внутри тре­
угольника, вписанной в треугольник, если она касается 
двух его сторон, а ее диаметр принадлежит третьей 
его стороне. 

Пусть 01 - центр полуокружности принадлежит сто­
роне ВС, а f1 и F2 - точки ее касания с двумя другими 
сторонами треугольника (рис. ! ) .  Так как углы CF101 
и BF201 прямые, то углы АВС и АСВ острые, а это 
значит, что три полуокружности можно вписать только 
в остроугольный треугольник. 

А 

Рис. l 

1 .  Рассмотрим треугольник F1H1F2, где Н1 - основа­
ние высотьt АН1 (рис. 2) . Докажем, что биссектриса 
угла F1H1F2 принадлежит высоте АН,. 

Д о  к а з а т  е л ь  с т  в о. Так как О� = � = 90°, 
то точки 01, F1, А , F2 принадлежат окружности с диа-

метром 01А. Поскольку Ah:di = 90°, то этой же 
окру!!{ности принадлежит и точка Н1, а треугольник 
H1F1F2 будет вписанным в нее. Отрезок О1А принадле­
жит оси симметрчи отрезка F1F2, точка А - рассматри­
ваемой окружнос·1 и;  следовательно, отрезку АН1 при-
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6. Даны две непересекающиеся окружности. Суще­
ствует ли вне окружностей такая точка, что всякая пря­
мая, проходящая через нее, пересекает хотя бы одну 
из этих окружностей? 7. Автомобиль и велосипедист выехали одновременно 
из А в В. Проехав треть пути, велосипедист остано­
вился и тронулся лишь тогда, когда автомобилю оста­
лось пройти треть пути до В. Автомобиль, доехав до В, 
без остановки поехал обратно в А. Кто приедет рань­
ше: автомобиль в А или велосипедист в В? 

8. Известно, что числа 2077 и 1 00 при делении на 
натуральное число а дают одинаковые остатки. Найди­
те число а. 

9. Большой прямоугольник разбит на клетки 1 Х 1  см. 
Внутри каждой клетки написано число. Известно, что 
сумма всех чисел в каждой горизонтальной строчке рав­
на J, а в каждом вертикальном столбике - 2. Может ли 
площадь прямоугольника быть равна 1 976 см2? 

1 0. Несколько ящиков весят вместе 10 т, причем 
каждый из них весит не больше одной ТtJнны. Какое 
наименьшее количество трехтонок заведомо достаточно, 
чтобы увезти этот груз?. 

А 

Рис. 2 с 

надлежит биссектриса треугольника F1H1F2, проведенная 
из точки Н1. 

С л е д е т  в и е: 

( 1 )  
2 .  Расоютрим множество треугольчиков с общей сто­

роной F1F2 и с третьей вершиной, принадлежащей диа­
метру D1D2 полуокружности (рис. 3) .  ДокажеАt, что в 
полученном множестве треугольников треугольнu/\ 
F1H1F2 будет иметь наименьший периметр. 

А 

Рис. З F/ 



Для д о  к а з  а т е л  ь с т  в а этого свойства рассмот­
рим л е м м у «Точка, симметричная одной из двух 
вершин (F1 или F2) треугольника F1H1F2 относительно 
диаметра D1D2, будет расположена с двумя другими 
вершинами этого треугольника на одной прямой». 

Возьмем, например, точку F1', симметричную точке 
F, относительно диаметра D1D2 (рис. 3) . По свойству 
симметрии и следствию ( 1 )  получим 

� А А А 
F1 H1C + CH1F, + F1H1F2 = CH1F1 + 

А А 
+ F2H1B + F,H.F2 = 1 80°. 

Аналогично доказывается лемма для точки F2', симмет­
ричной точке F2 относительно диаметра D1D2• Заметим 
для дальнейшего, что 

{F;F2J n [F;F1 } = Н,. (2) 

Теперь докажем рассматриваемое свойство. Пусть н; - произвольная точка диаметра D1D2 такая, что 
Н =F Н1.  Обозначим периметры треугольников F1H1F2 
и F1H'f·2 соответственно через Р и Р'. Тогда 

Р = I F, F2 /  + 1 F2 F; , , 
Р' = 1 F1F2 / + /F: Н' 1 + / H'F2 1  

и, следовательно, Р' > Р. 
3. Если провести касательные к дуге F1F2 (рис. 4) 

в любой из ее точек (кроме точек F1 и F2), то полц-

А 

Рис. 4 

чим множество µ треугольников, у которых одна верши­
на общая (точка А), а две другие - точки пересечения 
касательной к дуге F1F2' со сторонами АВ и А С. Дока­
жем, что в этом .чножестве наибольшую площадь будет 
иметь треугольник, у которого сторона точкой касания 
разделится пополам. 

Обозначим точку пересечения дуг» F1F2 с биссектри­
сой угла САВ через f. В точке F проведем касательную 
к дуге F1F2, которая пересечет стороны АС и А В  соот­
ветственно в точках D и Е. Докажем, что площадь тре­
угольника ADE больше, чем, например, площадь тре­
угольника A MN, где [MNJ - отрезок касательной к дv­
re F1F2, проведенной через произвольную ее точку L. 
Рассматриваемые треугольники ADE и AMN имеют 
общую час��- - четырехугсльник А ЕКМ (К = [DE] 'l 
n [MN) ) . Сравним площади треугольников MKD и ЕК.N. 
Так как углы при вершине К конгруэнтны, то сравним 
стороны КЕ и МК. N К и KD. 

Покажем, что \ KE l < I MK I  и I NК l < ! КD l. дей­
ствительно, 

I KE l = I FE l - I FK l = I DF l - I FK I =  = I DF / - I KL I =  1 DF1 1 - 1 KL I < 1  MF1 l - I KL I = 
= ! ML l - I KL I =  1 мк 1. 

т. е. 1 КЕ 1  < 1 МК 1 · 

Далее, f N К 1 = 1 NL 1 + 1 LK 1 = f N F2 I + f LK 1 = 
= / NF2 I + 1 KF 1 < 1  EF2 I + I KF I = 1 EF I + I FK I = 
= / DK / , т. e. / NK l < / KD I . 

Итак ,  SAмN < SADE· 
Аналогично можно доказать, что таким же свойством 

обладает и множество µ1 треугольников, у которых 
одна вершина общая (точка В или С) , а две другие -
точки пересечения касательной к дуге D,F1,  или к дуге 
D2F2. с двум11 сторонами треугольника АВС. 

4. М е т р и ч е с к и е с о о т н о ш е н и я. Обозначим 
радиусы полуокружностей, вписанных в остроугольный 
треуголыщк АВС через Ra. Rь.  Rc (центры этих полу­
окружностей принадлежат соответственно сторонам ВС, 
А С, А В). Имеют место формулы: 

2S 2S 2S 
Ra = 2р - а , Rь = 2р _ Ь , Rc = 2р-с , (3) 

где S, р - соотвРmственно площадь и полупери­
,нетр треугольника АВ С; 

1 1 1 2 
Ra + Rь + Rc = r' (4) 

где г - ра диус окружности, вписанной в тре­
угольник АВС; 

2R 
Ra = --------------( cosec В + cosec С ) cosec А ' (5) 

где R - ради ус окруJ1Сности, опи санной около тре­
угольника АВС. 

Докажем формулы (3). Оче видно, что (рис. ! )  
1 

S = S АО,С + S АО,В = 2 Rab + 
1 1 

+ 2 Rac = 2 Ra (Ь + с), 

где ь = IAC/ , с =  IABj. 
Отсюда 

2S 
Ra = 2р - а  • 

Аналогично доказываются два другие равенства 
ИЗ (3). 

Докажем формулу (5). Оt�е видно, что IBCI = /ВО1/ + 
+ 1 СО, 1, но 

Ra Ra -
1 ВО, 1 = -. _- , 1 СО1 1 = ---- , 1 ВС 1 = 2R sin А 

sin В sln С 

(Л , в ,  с - величины углов 6. лвс). 

Тогда 2R sin А = Ra ( cosec В + cosec С ), или 
2R 

Ra = ( ..... - ) - • 
cosec В + cosec С cosec А 

С помощью метрических соотношений докажем новые 
свойстРа полуокружности. 

5. Пусть 01 - центр полуокружности, вписанной в 
треугольник А ВС. принадлежит стороне ВС. Докаже.и, 

что прямые BF1 и CF2 (F1 и F2 - точки касания полу­
окружности со сторонам.и треугольника) пересекаются на 
высоте АН1 треугольника А ВС. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 1 0,F1 l = 1 0,F2 1 =­
= Ra, то 

\ CFi l = Ra ctg C,  I BF2 / = Ra ctg B , 

1 вн. 1 = 1 лн. 1  c tg в, 1сн. 1 = 1 АН. 1 ctg с.  
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Как известно (теорема Чевы) ,  прямые АН1•  BF1, CF2 
имеют общую точку в том и только в том случае, есл и  
выполняется равенство 

1 AF2 I · \  RH, 1 · 1 CF, 1 
I BF2 l · / CH, l · I AF1 I  = l .  

Это равенство действительно имеет место, так как � -
1 АН, 1 ctg B · Ra ·ctg С - � = 1 .  
Ra · ctg B · I АН, 1 c tg С 

6. В треугольник АВС вписаны три полуокружности 
с центрами 01, 02, 03, касающиеся его сторон в точ­
ках F,, F2, Q1, Q2, Т1, Т2 соответственно (рис. 5). Докл-
зать, что 

1 F,C 1 · 1 Q2A 1 · 1 Т,В 1 
I F2 B l · j Q,C l · / T2 A J  = l .  

А 

Рис. 5 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из подобия треугольников 
01F28 и АН1В, 0 1 F1C и АН1 С  имеем 

IP2BI Ra JF ,С! Ra 
1н,в 1  = IAH,1 и 1н, с1 = 1 лн.1 • 

\F 1C\ ! ti ,f." \  
Отсюд.:: \F 2 B I  = 1н-;-щ·. 
Аналогично 

I Q. A I 1 н.л 1 
1 Q.c 1 = 1 н.с 1 · 

Итак, 
IF1C \ · I Q2A I · I T1B \ I H,C j · I H2A \  - IHsB I 
1 F2B 1 · 1 Q.C 1 ·  1 Т2А 1  = 1 HiB 1 · 1 Н2С 1 · IHaA 1 

lla ctg С ·  hь ctg А·  hc ctg В с= ..... ,... ,.... � l 
h11 ctg В · hь ctg C · hc ctg А 

(ha, hь. hc - высоты треугольника АВС. проведе н ные 
к сторонам ВС, АС, АВ). 

1. Если в треугольншсе 

1 1 1 

1> Rc = --а + т, 

АВС С =  \:10", ти 

1 1 2) (R + d)2 + �(R=--_-d....,,)-=-2 = 2 Rг 
(Re - радиу( вписанной полуокружности, R - радиус 
описанной около ·треугольника А ВС окружности, d -
расстояние между их центоами). Доказать. 

Первая формула следу ет из соотношения (3), если 
1 

учесть, что S две = 2 аЬ. 
Докажем вторую формулу. Пусть О - середина 

гипотенузы АВ, 03 - центр вписанной полуокруж­
ности ( р ис. 6). Так как 

80 

то 

Рис. 6 с 

/""- / "' 
МЕО, = DO,N и 1 E01 I = IOзDI = Rc. 

дЕО,М � дO,DN. 
Следовательно, IOaNI = 1 ЕМ 1  и 1 o.N 12 + 10.м /2 = = IEMl2 + jMOзi2 = R�. Но 1 о.в 1 = f ОВ 1 + 1 003 f = � R + d, 10.л1 = 1ол1 - 100. 1 = R - d. 

Из прямоугольного треугольника В03Е 

1 _ I OaEl2 = R� 
О,М 1 - 10,BI R + d'  

IOзDl2 R� \O,N/ = iOзAI = R - d· 
Таким образом, 

или 

R� R� 
{R t- d)2 + (R - d)2 = R�. 

1 1 
(R + d)2 + ( R - d)2 = --2 -Rc 

8. В равнобедренный треугольник АВС вписана полу­
окµужность с центро,и О1(01Е [ВС]), касающаяся его бо· 
ковых сторон в точках F1, F2• Доказать, что в этоА1 
случае дуга F1F2 (кроме точек F1, F2) есть множество 
таких точек, что касательные к полуокружн.ости в этих 
точ"ах отсекают на конгруэнтных сторонах треугольни­
ка отрезки, произведение длин которых для данного 
треугольника будет величиной постоянной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ( МN) - касательная 
к полуокружности в произвольной точке К. принад­
лежащеii дуге F1F2 (рис. 7). В треугольниках МО1С 
и NO, B обозначим углы, как показано на рисунке. 

Тогда Wo1 = 90° - 1, а та к  как а + � + 1 = 90°, 

А 

Рис. 7 



то fo:N = а + � = 90° - "(. Отсюда а,  значит, точки касания F, и F�, F2 и F; соответст­
венно с имметричны, и по соотношению (:2) 

�, = В{;). (б) [F; F2] n [F;F1] = Н, = О. 
Кроме того, В = С, следова те.1ьно, 

.6,M01C c..J .6,N01B. 
Из подобия этих треугольников следует: 

1 а2 
1 MC / · I NB I  = j C0, / · 1 0, B I  = 4 1 ВС /2 = Т· 

Рассмотрим задачи, решаемые с помощью свойств 
вписанной полуокружности. 

3 а д а ч а 1 В дельтоид вписана окружность. Дока­
зать, что диагонали дельтоида 'и прямые, соединяющие 
точки касания противоположных сторон, пересекаются 
в одной точке. 

Р е ш е н и е. Пусть в делыоиде ABCD (рис. 8) диа-

в 

lJ Рис. 8 

гональ АС принадлежит его оси симметрии. Тогда 
треугольники АВС и ADC симметрично расположены, 

Задачи 

ЗАДАЧИ ДЛЯ IV-V КЛАССОВ 

178 1 .  Доказать. что сумма нат1Jрал1>ных чисел от 1 
до 1 000 делится на 1 43. 

1 782. 
А. Б е р т  о ш (Мурманская обл.) 

Jiau1u прullзведение 
)!( 2 * 3  х * * 

* * * 8 7  
* * * * *  

2 Ж 0  О 4 Ж  
В.  Г. М а х р о в ( Калужская обл.) 

1 783. Расшифровать пример на умножение 
ш е с т ь 

Х ш е с т ь  
* * * * * * 

* >!:: * * * *  
* * * * * * 

* * * * * * 

* * * * * ш е с т ь 

3 а д  а ч а 2. Делыоид вписан в окружность радиуса R и описан около окружности радиуса г. Найти расстоя­ние между uентрами окружностей. 
Р е ш е н и е. Так как· делыоид вписан в окружность, то величина каждого из его конгруэнтных углоn равна 

90° и поставленная задача идентична свойству полу-01,:ружности, вписанной в прямоугольный треугольник. Если d - р2сс1ояние между центрами вписанной и опи­санной окружностей, то 

откуда 

1 1 
(R + d)2 + (R - d)2 - г2 • 
d = V R2 + г2-г у 4R2+ r2 • 

3 а д  а ч а 3. Диаметр окружности, вписанной в вы­
пуклый шестиугольник ABCDEF принадлежит диагона­
ли AD, причем центр окруж1юсти делит эту диагонадь 
на два конгруэнтных отрезка. Доказать, что 

I AB \ · I CD \  = I AF l · I ED/ . 
У к а з  а н и е. Воспользоваться соотношением (6) . 
3 а д  а ч а 4. Радиус окружности, вписанной в ромб 

ABCD, равен г, величина угла А ВС равна 13. На сторо­
нах АВ ·и ВС расположены точки Е и F так, что пря­
мая EF касается окружности, вписанной в ромб. Найти 
произведение 

I A E I . I CF I . 
У к а з а н и е. Воспользоваться свойством 8. 

1 784. Найти наименьшее простое <tисло, которое 1rtо­
жет быть представлено в виде суммы двух, трех, четы­
рех и пяти простых чисел. 

С. Г. Г у б  а (r. Вологда) 

1 785. Мальчик рисует круги, делит каждый из них 
радиусами на три части, а затем раскрашивает их в три 
разных цвета. Мп1Сет ли он, имея 24 цветных каранда­
ша, получить такой набор раскрашенных кругов, чтобы 
на них каждые два цвета встречались вместе ровно 
один раз? 

С. Г. Г у б  а 

ЗАДАЧИ ДЛЯ Vl-Vlll КЛАССОВ 

1 786. Через середину боковой стороны трапеции про­
вести прямую, разбивающую трапецию на два равно­
великих четырехугольника. 

1 787. Дан правильный п-угольник А1А2 О - его центр. Докажите равенство 
--э-- � --+ -+ 
ОА1 + ОА2 + • . .  + ОАп = О. 

С. Г. Г у б  а 

A n, точка 

(Попытайтесь воспользоваться центральной и осевой 
симметриями.) 

1 788. Даньt поворо1 и осевая сим.метрия, причем центр 
поворота не принад,zежит оси. Построить прямую, кото­
рая п:J.раллельна своему образу при ко1rtnозиции данных 
поворота и осевой си.мметрии. 

Э. М. Ф а л ь к е н ш т е й н  (г. Рига) 

81 



1789. В прямоугольнике ABCD проведен перпендику­
.ляр ВК на диагональ А С. Точ.ки М и N - середины 
[АК] и [CD] . Доказать, что угол ВМN - прямой. 
(Попытайтесь найти решение с помощью геометриче­
ских преобразований.) 

П. И. Г о р н ш т е й н  (r. Киев) 
1790. Доказать, что 

1 1 1 2 
22 + 32 + · · · + fi2 < З· 

Г. Ф. П и  с к а р е  в ( Ярославская обл., 
с. Прозорово) 

З.дДАЧИ ДЛЯ IX-X КЛАССОВ 

179 1 .  Найти все шестизнач.ные числа, имеющие 27 
делителей. 

1 792. Является ли периодической функция 
s!n x 

у = 1 + sin2 х -,/ 2 ? 
1 793. Верно ли, что графики двух взаимно-обратных 

функций могут пересекаться только на прямой у = х? 
1 794. Найти предел последовательности ( х n ) , если 

Х1 = -,/2, Xn+I = (-y'2{n . 
1 795. В равносторонний треугольник АLЗС вписаны 

квадраты М1 М2М1М4 и М2М5М6М7, причем {М1, М2. Ms}c 
с [ABJ ,  мб Е [BCJ ,  м4 Е [АС] . При какой зависимо­
сти J.tежду длинами сторон квадратов сумма их площа­
дей будет наи.меньшей? 

К. В. В е т р о в  (r. Братск) 
1 796. В четырехугольник ABCD вписана окружность 

и вокруг него описана окружность. Доказать, что 

( .А в с i5 )-1 
s = р2 tg 2 + tg 2 + tg 2 + tg 2 

где S - площадь, 2р - периметр четырехугольника. 
И. Д. Ч е р е п  и н с  к и й, О. Д. Ч е р е п и н с к и й  

(r. Черкассы) 
1 797. Доказать, что измерения а, Ь, с и диагональ d 

прямоугольного параллелепипеда связаны неравенством 

(ab)z + (Ьс)2 + (са)2 :;;;.. abcd -,13. 
С. Г. Г у б  а .... 

1 798. При переносе т тетраэдр ABCD отображается 
на тетраэдр A 1B1C1D1 Точ.ки А0, Во, Со, Do - центроиды 
граней BCD, CDA, DA8, А ВС. Доказать, что прямые 
А1А0, В1Во, С1Со, D1D0 пересе"аются в одной точке. 

В .  М. М а й о р  о в (r. Ярославль) 
1 799. Дана треугольная призма АВСА1В1С1 . Плоскость 

а пересекает ребра АА1, В81 и СС1 соответственно в точ.­
ках А0, В0 и С0• Найти отношение объема многогранни­
ка АВСА0В0С0 к объему данной призмы, если 
\ АА0\ : \ АА 1 [  = т, \ В80 \ : [ BB1 I = п, I CCo \ : \ СС1 \ = р. 

3. А. С к о п е ц  (г. Ярославль) 
1 800. В параллельных плоскостях расположены оди­

наково ориентированные квадраты ABCD и A1B1C1D1. 
Пользуясь векторами, доказать, ч.то 

1 АА1 12 + / CCJ [2 = 1 ВВ1 12 + 1 DD1 12• 

ИЗБРАННЫЕ ЗАДАЧИ 

Непрерывность 
1 80 1 .  Существует ли функция у =  f (х) ,  определенная 

и непрерывная на отрезке {а, Ь] , для которой во всей 

&2 

ее области опреdеления справедливо неравенство 
f (f (x) ) < f (x)? 

Матрицы 

1 802. Найти все перемещения плоскости, перестановоч­
ные с осевой симметрией S1• 

Применение преобразований 

1 803. Прямые а, Ь, с попарно пересекаются в трех 
различных точках. Прямая 1 пересекает а, Ь и с соот­
ветственно в точках .4, 8 и С. Построить прямую l1 так, 
чтобы она пересекала а, Ь и с в точках А 1 .  81, С1 и 
IA 181 I = \ А8 \ , I B1C1 \ = \ 8С \ , [ С1А 1 ! = [ СА [ . . 

Л. И. К у з  н е  ц о в а (г. Горький) 

1 804. Дан сегмент. 8 него вписаны всевозможные 
О/Сружности. 

1 )  Найти множество всех точек М, в которых окруж­
ности касаются попарно. 

2) Доказать, что касательные к окружностям в точ­
ках М проходят через фиксированную точку. 

Л. Г. Х а н и н  (Ленинград) 

1 805. Через вершины А, 8, С и центроид М треуголь­
ника А 8С проведены параллельные плоскости, пересе­
кающие данную прямую l в точках А 1, 81, С1, М1 соот­
ветственно. Доказать, что точка М1 - центроид точек 
А1, В1, С1. 

Т. А. И в а н о  в а (г. Горький) 

РЕШЕНИЯ ЗАДА"!, 
ПОМЕЩЕННЫХ В НО 3 ЗА 1976 r. 

1 68 1 .  Из разговора 1 сентября: 
- Сколько тебе еще учиться? 
- Столько, сколько ты уже проучился. А тебе? 
- В полтора раза больше. 
Кто в какой к.ласе перешел? 
Р е ш е н и е. Ученику, задавшему первый вопрос, 

осталось учиться в полтора раза больше, чем он про· 
учился. С помощью уравнения или простого подбора 
легко убедиться, что он проучился 4 года. Следователь­
но, второму ученику осталось учиться 4 года, т. е. пер· 
вый перешел в V класс, а второй - в VII  класс. 

1 682. Найти наименьшее число, которое делится на 41 ,  
а при делении на 39 дает в остатке 24. 

Р е ш е н и е. Пусть п - некоторое число, делящееся 
на 4 1 ;  тог да п = 4 1  т = 39т + 2m. Отсюда видно, что 
наименьшее число п, удовлетворяющее заданным усло­
виям, получается при т = 1 2. 

Итак, искомое число равно 492. 
1 683. К числу 319 572 приписать справа три цифры, 

которые не входят в данное число, и зачеркнуть две 
цифры так, чтобы полу•1илось наибольшее число. 

Р е ш е н  и е Ясно, что независимо от приписанных 
цифр и их порядка, для тоrо чтобы полученное в ре· 
зультате число было наибольшим, зачеркнуть надо пер­
вые дnе цифрь· . Кроме того, нз цифр О, 4, 6, 8, не вхо­
дящих в данное число, надо взять, очевидно, 8, 6, 4 
и приписать их в указанном порядке. Таким образом, 
в результате получится наибольшее возможное число 
9 572 864. 

1 684. Петя старше Коли на год, и сумма цифр года 
рождения каждого нечетна. Доказать, что оба они либо 
еще, либо уже н.е шко...�ьники. 



Р е ш е  н и е. Легко видеть, что суммы цифр соседних 
натуральных чисел отличаются друг от друга на 1 во 
всех случаях, кроме одного - когда меньшее из них 
кончается цифрой 9.  Поскольку, по условию, обе суммы 
цифр нечетны, то они не могут отличаться на 1, и, сле­
довательно, Петя родился в один из следующих годов: 
1 969. 1 949, 1 929 и т. д. Если он родился до 1 969 г., то 
и он, и Коля уже не школышки. Если же он родился 
в 1969 г., то в июне 1 976 г. (время выхода журнала 
№ 3) он еще не школьник, а Коле в этом случае еще 
нет семи лет, и он также не школьник. 

Можно также было рассуждать «с другого конца»: 
множество годов рождения школьников в июне 1 976 г. 
есть 

1 959, 1 960, 1 96 1 ,  . . .• 1 968 
и сумма цифр нечетна в годах 1 958, 1961 ,  1 963, 1 965, 
1 967; однако среди этих чисел нет ни одной пары по­
следовательных чисел, которые мог ли бы быть датами 
рождения Пети и Коли, и поэтому никто из них не мо­
жет быть школьником. 

1 685. Два курьера вышли одновременно из А и В 
навстречу друг другу с разными, но постояннылщ ско­
ростями. Встретившись, они обменялись пакетами и по­
вернули обратно. Первый, пройдя 1 /6 часть расстояния 
от места встречи до А, вспомнил о втором пакете, по­
вернул обратно и догнал второго, когда тот был на 
полпути от места первой встречи до В, отдал пакет и 
пошел в А. Где находился первый курьер, когда второй 
вернулся в В? 

Р е ш е н  и е. Пусть С - место первой встречи, t -
время, за которое второй курьер шел от места второй 
встречи до В. По условию, за время t второй курьер 
прошел половину расстояния ВС, а тогда первый за это 
время прошел половину расстояния АС. Поэтому в мо­
мент прихода второго курьера в В первый будет от В 
на расстоянии 

1 1 1 
2 1 вс 1 + 2 I AC I  = т ! АВ I , 

т. е. посредине м<.:жду пунктами А и В. 
Это решение (его прислал читатель А. Ф. Карнаухов) 

показывает избыточность одного из условий задачи. 
1 686. Дан квадрат ABCD. Найти в его плоскости все 

точки М, для которых треугольники АВМ, ВСМ, CDM 
и ADM - равнобедренные. 

Р е ш е н и е. Пусть I A B I  = а. Сторона квадрата мо­
жет являться либо основанием, либо боковой стороной 
раIJнобедренных треугольников. Поэтому множество 
{L1} точек М, для которых АВМ - равнобедренный тре­
угольник, есть объединение перпендикуляра т к /АВ] , 
проходящего через его середину (кроме середины ) ,  и 
01<ружностей wл (А, а ) ,  wв (В, а) (кроме точек на ли­
нии центров) :  {L1} = m U w л U wв (рис. 1 ) .  

п 

Рис. 1 

Аналогично для треугольников ВСМ, CD M  и DAM 
и меем множества {L2} = n U "'в U "'c." {Lз} = m u "'c U "'D 
и {L4} = n U "'D U "'л соответствен но. Условию задачи 
удовлетворяет множество tM} = {L1} n {L2} n {La} n {L4}, 
т. е. получили девять точек: центр ква драта и третьи 
вершины восьми п равильных т реугольников, п ос троен­
ных на сторонах к вадрата. 

1 687. На стороне АВ треугольчика АВС взяты точки 
М и  N так, что \ AM I  = \MN\  = \ NB \ .  Точки А1 и В1 -
середины сторон ВС и АС соответственно, [ВВ,] n 
П [CN} = Р, [АА1] П [СМ} = К. Выразить \ РК \  через 
IAB j .  

Ре ш е н и е. Пусть О - точка пересечени я  медиан тре­
угольника АБС (рис. 2) . Так как [МВ1] - средняя ли-

в 

Рис. 2 

ния тре�rольника ANC, то (МВ 1 ) 11 (NC) . Следователь­
но, \ BP I = I PB1 \ .  Имеем: _ _,. - -+  - - -+  l _ _,, 2 _...,. 

ОР =  ВР - ВО = т ВВ, - 3 ВВ1 = 
1 _ ...,. 1 _ _,. - 5 ВВ, = 4 ОВ . 

1 _ ...,. 1 - -> -
А налогично получае м ОК = 4 О А. Значит, п ри HJ 
В -+  Р, А -+  К. Отсюда с ледует, что (РК) 11 (ВА) 

1 
и 1 РК 1 = 4 1 АВ \ . 

1 688. Даны две пересекающиеся прямые а и Ь. Точка 
Р, принадлежащая плоскости прямых а и Ь, отображает­
ся при симметриях относительно этих прямых на то<tки 
Ра и Рь. Найти J.mожество точек Р, для которых 
I PaPь l = m. 

А 
Р е ш е н и е. Пусть ( а , Ь) = а  и точка Р обладает 

данным с войством ( рис. 3). Тогда точка О равноу да-

А 
лена от точек Р, Ра и Рь и либо РаРРь = а, л и бо 

Р:;;рь = 180° - а. Но это знач ит, что точка Р при. 

Оа 

Рис. 3 
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надлежит окружности ro с центром О и с радиусом 
т 

R = 2 sin a • 
Обратно, если точка Q п ринадлежит окружности ro, 

то в силу симметричности этой окру жности относи­
тельно п рямых а и Ь точки Q0 и Qь п ринадлежат этой 

А А 
же окружности. Кроме того, Q0QQь = а или Q0QQь = 
= 18U0  - а. Тогда 1 Q0 Qь 1 = 2R sin а = т. 

1 689 . В пря.моугольно.м треугольнике АВС (С = 
= 9U0) через вершину А u середину высоты CD по­
строена пря.мая, пересекающая катет ВС в точке М. 

I CM I � 
Доказать, что I МВ I = cos2 А. 

Р е ш е н и е. Пусть О - середина высоты CD 
(рис. 4). Проведем (СК) 11 ( .!\tIA), К Е (АВ). Тогда из  

Рис. 4 

1 DO 1 = 1 ОС 1  с ледует, что 1 DA 1 = 1 АК 1· Применив 
теорему о пропорциональных отрезках, получим 

1 СМ 1 1 К А 1 1 AD 1 1 AD 1 · 1 АВ 1 
1 МВ 1 = 1 АВ 1 = 1 АВ 1 = 1 АВ 12 

I AC 12 � 
= I АВ /2 = cos2 А.  

1 690. Доказать, что если А.  В. С- три данные 
точкu и М - некоторая точка этой плоскости, то 

---+ -4 --+ 
вектор МА + МВ - 2МС не зависит от положения --+ -� 
точ.ки М. Определить М так. чтобы МА + МВ -

--+ 
- 3МС = АВ.  

-+ � - +  --,> -4 -+ 
Р е  ш е н и е. а = МА + МВ - 2МС = (МА - МС)+ -�)- - - )- - -+  --+ -+ 

+ (МВ - МС) =  СА + СВ, т. е. а не зависит от поло­
жения точки М. 

--+ ---+ --+ --+. - -> --+ -� 
МА + МВ - 3МС = (МА + МВ - 2МС) - МС = 

--+ --+ --+ 
= СА + СВ- МС. - -+  - + - -i>  --� -� --+ 

Положим, СА + СВ - МС = АВ , тогда МС=СА + 
--+ --+ --+ -� 

+ СВ +  ВА = СА +  СА = 2СА. Значит, М Е [АС) и 
1 СМ 1 = 2 1 СА 1-

1 691 . Геш:;ть у равнение 

х6 - 7х2 + уб = О. 
Р е ш е н и е .  Обозначив уб через а и представv.в 
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да: �ное уравнение в виде 
.х• - (а2 + 1) х2 + а =  О , 

рассмотрим ero как к вадратное относительно а. Тогда 
ero решениями будут 

1 - х4 а1 = Х2, а2 = �· 
Другими словами, дан ное уравнение можно перепи­

сать в виде 

(a - x2) (a - l 
х

2
х4

) = 0, 
после чего задача сводится к решению уравнений 

х2 = а , .х-• + ах2 - 1 = О. 
4 

Из Пf рвого уравнения  получаем х1 , 2 = ± у'"б, нз вт о-
-. / - У6 + J/ 10  

рого Х3 ,  4 = ± V 2 . 
1 692. Доказать, что для натурального п >- 2 

2з + 1 33 + 1 n3 + 1 3 

2з - 1 · 33 - 1 · • • • · п3 - 1 < 2 · 
Р е ш е  и и е. Пользуясь формулами суммы и разно­

сп1 кубов, левую часть Р (п) данного неравенспа 
представим в виде произведения Р1 (п) н Р2 (п), r де 

(2 + 1 ) (3 + 1) . . . (п + 1 )  п (п + 1 )  
Р1 (п) = (2 - 1 ) (3 - 1 ) . . .  (п - 1 ) 2 

22 - 2 + 1 32 - 3 + 1 п2 - п + 1 Р2 (n) - 22 + 2 + 1 32 + 3 + 1 · • · • · п' + п + 1 

3 . 7 . 1 3 . 21 .31 . . _ .  · (п2 - 3п + 3) (п2 - п  + 1 )  = 7 - 1 3-2 1 -31  · 43 · . . . - (п2 - п + 1 )  (n2 + п t- J )  = 
3 

п2 + п + 1 ' 
поэтому 

3 Р (п) = 2 
n2 + п 3 

п2 + п +  1 < т. 
что и требовалось доказать. 

1693. При како.м натпу рально.м п у равнение 

п ·х! + п · у! = z! 

и.меет единственное решение в ftатуральных ч.ис­
ла.х? 

Р е ш е н и е. Из тождества 

п - (п - 1)! + п · п! = (п + 1 ) !  

следует, что при n > 1 данное у равнение пмеет по 
крайней мере два решения: 

(п - 1 ; п , n + I ) и (п ,  п - 1 ,  п + l) .  
При п = 1 и меем уравнение 

xl + yl = z! ( 1 )  
Ясно, ч т о  в каждом решении этого уравнения х < z 
и у < z; если бы, скажем, х был меньше у, то в ра­
венстве 

.х! = zl - yl 

правая часть делилась бы на у!, а левая нет. Поэтому 
может быть только х = у, и уравнение ( 1 )  прини мает 
вид 

2х! = z! 

Но z � х + ! , так что z! � (х + 1 )  · Х!, а поэтому урав­
нение (2) не имеет решений, в которых х � 2. Если 
же х = 1, то z = 2. 



Таким образом, исходное уравнение имеет единствен­
ное решею:е только при п = !, и это решение х = 1 ,  
у = 1 ,  z = 2. 

а р 
1694 . Найти ctg 2 - tg Т• если 

s iп a - siп p = a и cos a - cos � = b. 
Р е ш е н и е. Из равенств 

а - р  а + р 
2 slп -2- cos -2- = а ,  

а - � а + р 
2 siп --2- siп � = - Ь  

после возведен1 1я их  в к вадрат и поч.1енного 
ния получаем, что 

а - р  4 s !п' --� = а2 + Ь2 , 

Ес,1 11 а2 + Ь' =(= О, то 

а � ctg т - tg 2 = 
а +  � cos -]-

а. � s iп т cos 2 
а + р  а - �  2 cos -2- s ! n  � 

( . а + � . а - р ) . а - р 
S I П  -г ·+ S IП  --2- SIП  � 

s iп  а - sin р 4а 

СЛОЖ.С· 

1 а - � = а2 + Ь2 - '2Ь • 
2 (c os p - c os а) + s in2 -2-

Если а• + Ь' = О, т. е. а = Ь = О, то 

так что 

siп а = siп � .  c os а =  cos р ,  
R ') k Е Z, а р !-' = а + -..k1t, где и c tg 2 - tg 2 

а а = ctg т - tg т = 2 c tg a .  

l б95 . Доказ, z т ь  1и! равенства 

11 1 1 
--- < -- + -- + al а2п+ 1 ai а2 а, а., 

1 п 
. . .  + < -а-- · a2n-t a2n о a2n 

где а0, а1, " . ,  а2п. а2п+ 1  обрJзуют возрастающую ариф­
.иетическую прогрессию с положt•тельнымu члена,ии. 

Р е ш е  " и е. Обозначив через d разность прогрессии, 
оuеним удвоенную (умму 2s - среднюю часть рассмат­
риваемого двойного неравенства: 

l l 1 1 
2s = -- + -- + -- + -- + · · ·  + и 1а2 а1а2 а,а. а,а. 

l l l 1 + t- < -- + --- + 
a211 - J  а2" a2n- 1  a2n аоа, а 1а2 

1 1 
+ ----- + = 

а2п-2 a211- I  a211- I а '11 

l с· а1 - а0 = - + d а0а, 
+ · · · + 

= _1 (-1- _ _  I_ + .:2_ _ _  1_ + . . . + d а0 а, а, а2 

1 1 1 1 ) + -- - -- + --- - -- -aln-2 az"- I а 2п- 1 а2" -

п 
Отсюда s <--- и одно неравенство доказано. аоа2п ' 

Второе неравенство доказывается аналогично. 
1 696 . В полукруге с диа.метром АВ проведен 

радиус и в каждый полученный сектор вписана 
окружность. Точки М и N - точки касания этих 
окружностей с диа.метром АВ. Доказать, что 

1 М N 1 > 2R ( у2 - 1 ), где IABI = 2R. 
Р е  ш е н и  е. Пусть О - центр круга с диаметром 

АВ, [ОС] - его радиус, г1 и г2 - длины радиусов 
вписанных окружностей (рис. 5). 

Рис. 5 

Если {;)в = 2а, 0° < 2а <. 90°, то 
r1 = (R - r,) cos a, r2 = (R - r2) s!n a, 

откуда 

Далее 

R cos a 
Г� = 1 + COS а ' 

R sin a 
Г2 = 1 + sin а 

R sin а 
1 МО 1 = Г 1 tg а = 1 + cos а ' 

1 NO 1 = г 2 ctg а = 

( sin а 
1 MN 1 = R I + cos а 

R cos a 
1 + siп а • 

c os а ) 
+ 1 + sin а • 

s l п  х c os х 
Рассмотрим фун кци ю  У = 1 + c os х + 1 + ·si n  х 

s !п x - cos x 1t 
и у' · п ри х = -4 rю-меем: = ( 1  + cos x) (1 + sin x) ' 

1t 
лучаем у' = О. Поскольку при О < х < 4 у' < О, 

то у - убывающая функция н а  ]о, � ] . Следова-
7t 

тельно, при х = 4 функция и меет минимум. 
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Рис. 6 Рис. 7 

Итак, ( sin -1t cos2:- ) 
/ MN!шin=R 4 1t  + --4-т.:-. = 2R (y2 - J ). 

1 + cos4 1 + sin 4 

Зна чит, 1 M N 1 > 2R ( у2 - 1 ). 
П р и м е ч а н и е. В условии задачи,  опубликованной 

в № 3 за 1 976 г., и в авторском решении· обнаружен 
просмотр, который выше исправлен. 

1 697. Два конгруэнтных квадрата имеют общий центр. 
Найти наименьший периметр пересечения этих квад­
ратов. 

Р е ш е н и е. Если конгруэнтные одинаково ориенти­
рованные квадраты ABCD и A 1B1C1D1 и меют общий 
центр О, то A 1B1C1D1 есть образ квадрата ABCD при 

/'-. 
повороте R0 , где а =  А ОА 1• Следовательно, квадраты 
имеют общую описанную и вписанную окружности w1 
и W2 с центром О. Пересечением •шадратов является 
центрально-симметричный восьмиугольник М1М2 . . .  М8, 
описанный около окружности w2 ( рис. 6 ) .  

Докажем, что (М1М5) - ось симметрии восьмиуголь-
Rgоо 

ника. Поскольку при повороте 0 каждый квадрат 
отображается на себя, то М1 = [АВ] n [А 1В1 ] отобра­
жается на пересечение соответственных образов, т. е. 
на Мз = [ВС] n [В1С1 ] . Поэтому (М1О)  _l_ (МзО) . При 
осевой симметрии S м , м 5  точка Мз отображается на 

точку М1, а касательные к окружности w2, проведенные 
через точки М1, Мз, Ms, - на касательные, проведенные 
через точки М1, М1, Ms соответственно. Следовательно, 
(М1М5) - ось симметрии восьмиугольника. 

Аналогично можно до�<азать, что каждая прямая, про­
ходящая через центрально-симметричные вершины вось­
миугольника, есть его ось симметрии. Следовательно, 
все стороны восьмиугольника конгруэнтны. 

Выразим сторону х восьмиугольника через сторону а 
квадрата и угол а. Поскольку IM1 M2j = 1 А,В, 1 -

А А 
- IA1 M 1\ - I M2B1 I и ((АВ) , (А1В1 )) = ((ВС), (В1С1 )) = а  
как углы между соответственными прямыми п ри R� , 
то х = a - (x cos a + x sin а). Отсюда 

а а 
х = 1 + sin а + cos а = 1 + у2 sin (а + 45°) 

и х принимает наиме н ьшее значение при а = 45° . 
Таким образом, наиыеньшее значение периметра вось-

миугольника Pmin = 8 . 
а
у = 8а (у2- - 1). 

1 + 2 
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с 

А с 

Рис. 8 в 

1 698. В треугольнике АВС на 
взяты соответственно то<tки 

сторонах АВ и АС 
D и Е так. <tто 

А А А 
АВЕ = а1, СВЕ = а2, DC Е = аз, С'п = а4• Найти 

А CDE. 
А 

Р е ш е н и е. Обозначим IBCI = а, CDE = х. Из тре­
угольников BCD, ВСЕ и CDE (рис. 7) имеем: 

а sin (а 1 + а2) 
1 DC 1 = -s-i n�( а-,-+"'--"а-2-+�а-4-:-) ' 1 Cj 

___ a
_
s
_
i
_
n
_
a-"2-� Е = sin (а2 + а3 + а4) ' 

или 

sin (х + а3) 
sin x 

I DC /  
= / EC I '  

sin (х + а3) sin (а1 + а2) sin (а2 + а3 + а") 
sin х = -- sin а2 s iп  (а: 1  + а2 + а") 

Из последнего равенства находим ctg х: 
s in (а1 + а2) sin (а2 + а3 + а4) 

c tg х = sin а2 sin а3 sin ( а1 + а2 + а4) 
ctg аз. 

1 699. Длины двух пр�тивоположных ребер тетраэдра 
равны х, а все остальные ребра и,неют длину, равную 1 .  
Выразить объем тетраэдра как функцию х. 17 ри како.м х 
объе,�� тетраэдра имеет наиболыиее зна•1ение? 

Р е ш е н и е. Пусть ABCD - данный тетраэдр, 1 CD 1  = = \ АВ 1 = х, М и N - середины ребер АВ и CD (рис. 8 ) .  
Так как [ANJ и [BN] - медианы равнобедренных тре­
угольников, то [ANJ _l_ [CD] и [BNJ .l [CD] . Отсюда 
следует, что 

1 1 V ABCD = 3 SAвN " I CDI = 5 IABl · ICDl · /MN/. 
По теореме Пифагора находим 

[MNl2 = !BNl2 - 1вм12 = = ( 1 -
�

2 )
-

�2 
= 1 -

�2 • 
Таким Ьбразом, 

1 
V = 12 х2 у 4 - 2х2, где О <  х < у2: 

Объем V достигает н аибольшего значения вместе 
с функцией 

у = х4 ( 4 - 2х2). 
Так как х2 + х2 + (4 - 2х2) = 4, то объем достигает 

4 
максимума при х2 = 4 - 2х2, от ку да х2 = 3. 

2 у3 2 
Итак, Vmax - � при х = у3 · 



1700. Даны три попарно скрещивающиеся прямые а, 
Ь, с, не параллельные одной плоскости. Доказать, чтп 
существует центральная симметрия, при которой они 
отображаются на такие прямые ai, Ь1 и с1, что а1 пере­
секает Ь и с, Ь1 пересекает а и с, с1 пересекает а и Ь. 

Р е ш е н  и е. Так как прямые а, Ь, с не параллельны 
одной плоскости, то существует, и притом единственная, 
прямая а1, параллельс1ая а и пересекающая Ь и с (ли­
ния пересечения двух плоскостей, проходящих через 
прямые Ь и с и параллельных а ) . Аналогично суще­
ствует единственная прямая Ь1, параллельная Ь и пере­
секающая а и с. Пусть а1 П Ь = А ,, Ь1 П а = А, Ь1 П с = 
= С, а, П с = D, О - середина [АА1] ( рис. 9) . При сим­
метрии с центром О прямые а и Ь отображаются на а1 
и Ь1 соответственно, а прямая с, пересекающая а1 и Ь,, 
отображается на параллельную ей и пересекающу10 а 
и Ь прямую с1. 

Рис. 9 

1701. Най1и сумл1у 
п 

h 2k k (k + 1 ) .  
k= I 

п 
Р е  ш е н и е. Рассмотрим функцию f (х) = � .xk+I . 

k=l 
Тогда 

п п 

!' (.х) 

и поэтому искомая с умма s рав на 2/" (2). С другой 
стороны, 

xn+2 _ .x• 

/ (х) = х - 1 
и поэтому 

(х - 1 )  ((п + 2) xn+I - 2х) - (хп+2 - .х2) 
f' (х ) = (.х _ 1 )• 

(п + 1 ) хп+2 - (п +  2) хп+1 - .х2 + 2х 
(х - 1 )2 

s = 2 (((п + 1) (п + 2 ) · 2n+I _ (п + 2) (п + 1 ) . 2п -
- 4  + 2) - ((п + 1 ) · 2n+2 _ (п + 2) · 2п+!) · 2) = = 2n+I (п2 + 3п + 2 -8п - 8  + 4п + 8) - 4  = = 2n+1 (n2 - n  + 2) - 4. 

1 702. Пусть {х1, х2 , • • • , Хп} - .множество корней степени п + 1 из 1, отличных от 1. Найти су.лt.му 
п 

h 1 
1 
xz· 

i=1 
Р е ш е н и е. Числа х1 , • • •  , Хп удовлет воряют урав-

нению 
xn + xn-l + . . . + х + 1 = О, 

и, следовательно, ч исла х1 - 1, . . .  , Хп - 1  являются 
корнями многочлена 

f (х) = (х + l )n + (х + 1 )п-! + . . . + (х + 1 ) + 1 , 
а обратные им числа являются корнями многочлена 
g (x) с теми же коэффициентами, что у f (х) , но идущи­
ми в обратном порядке. По теореме Виета получаем 
тогда, что искомая сумма равна коэффициенту при х 
в многочлене f (х) , делеI-Jному на его свободный чдt::н. 
Пользуясь формулой бинома Ньютона, находим 

S 
_ п + (п - 1 ) + . . .  + 1 _ !!:..._ - n + l  - 2 · 

1 703. Доказать не равенство ( ln2 a ) a2 - l 
ln a 2 + -3- < -а-, 

где а >  1 .  
Р е ш е н и е. Пользуясь разложением в ряд Тс;1 �ора 

фу нкции ех, п олучаем равенство 

из которого следует, что при х ;;:;. О 
.хз ех- е-х 

.х + 31 < 2 
Из этого неравенства, положив х = ln а, и по­

лучаем требуемое. 1704. При каком условии группа самосовмещений 
тетраэдра состоит из восьми и только из восьми эле­
ментов? Указать э1·и элементы. Найти систему образую­
щих группы. 

Р е ш е н  и е. Рассматривая различные случаи взаим­
ного расположения пар конгруэнтных ребер тетраэдра 
А ,А2АзА4, находим, что группа его самосовмещений со­
стоит из восьми и только из восьми элементов при 
следующих случаях: 

[ А 1Аз l  = \ А2А4 \ = \ А 1А4 \ = [ А2Аз\ ,  \ А 1А2 \ = \А зА4 j ,  
\ А 1А2 \ =1= I А 1Аз \ .  

Элементам·и группы являются: тождественное преобра­
зованпе, три осевые симметрии l, т, п, две плоскостные 
симметрии а и � и две поворотные симметрии f и <р. 
Оси симметрии проходят через середины противополож­
ных ребер. Одна плоскость симметрии проходит через 
ребро А1А2 и середину ребра АзА4, другая - через ребро 
А3А4 и середину ребра А1А2. Плоскость поворотных сим­
метрий проходит через середины четырех конгруэнтных 
ребер, ось поворотов - соответственно через середины 
оставшихся ребер, а углы поворотов равны 90° и 270° (-90°) . 

Элементам группы соответствуют следующие подста­
новки из номеров вершин тетраэдра: 

( 1 2 3 4
) Е �  1 2 3 4 ' 

z - ( � � : : ) . т - ( � � � � ) . п - ( � � � � ) . 

( 
1 2 3 4 

) ( 
1 2 3 4 

) а �  1 2 4 3 ' � - 2 1 3 4 ' 
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( 1 2 3 4 )  ( 1 2 3 4 )  ! - 3 4 2 1 , <р - 4 3 1 2 . 
Для да;шой группы можно указать несколько различ­

ных систем образующих. Одна из них состоит, напри­
мер, из симметрии � относительно плоскости, проходя­
щей через ребро АзА4 и середину ребра А 1А2, и симмет­
рии т с осью, проходящей через середины ребер А1А3 
и А2А4: 
т2 = �2 = Е, тор = <р, рото� = n, �ото�от = i, т = т ,  

р = р ,  рот = f .  т о  рот = а, 
1 705. То1tка Р. принадлежащая плоскости треуголь­

ника АВС, отображается при си,ч;11етриях отн.осителыю 
прямых СА и СВ н.а точки В1 и А 1  соответственно. Най­
ти множество точек Р, таких, что \ .4 1B I = I AB1 1 .  

Р е ш е н и е. 1 с п о с о б. При симметрии с осью А С  
точки А и Р отображаются соответственно н а  А и 8 1  
(рис. 1 0 ) .  Поэтому I AB1 1  = j AP j .  Аналогично выпол-

с 
А, 

Рис. 1 (1 

няется р авенство I A 1B I = j PB \ . Таким образом, иско­
мое множество точек совпадает с множеством то<1ек, 
равноудаленных от точек А 1! В. Следовательно, это есть 
серединный перпендикуляр отрезка АВ. 

lI с п о с о б. Пусть точ1;а м А, В, С, А1,  81, Р со­
ответствуют комплексные числа а, Ь, с, а , .  hн р .  
Равенство IAB1I = IA1BI записывается в виде jb1-al= 
= 1 а1 - bl. Точка м А1 и В1 соответствуюr  числа 
а1 = Ь + с - Ьср, Ь1 = а + с - асР, 

Поэтому 
l l - apl = \ 1 - bp j . 

Если н улевая точка совпадает с середин ой отрезка 
АВ, то а = - 1, Ь = 1 • .  Поэтому l t  + р/ = / 1 - р/ или  
j p - (- l ) l = l p - l j . Отсюда I AP l = I BP I , т .  е .  
искомое множество точек есть серединный перпенди­
куляр отрезка АВ. 

З а м е ч  а н и е. В этой чесложной задаче предлага­
лось применение комплексных чисел с обучающей 
целью. 

СВОДКА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ 
ПО No 3 ЗА 1976 r. 

Андриrз�кий С. А. (Омская обл.) - 1 68 1 - 1 635, 
1 688-1 692, ! 694, 1 699, 1 70 1 - 1 703. 1 705. Антонов П. К. 
(Ульяновская обл.)  - 1 68 1 - 1 694, 1 696, 1 697, 1 699, 1 70 1 ,  
1 705. Ахматов М. А. (г. Ейск) - 1 68 1 - 1 692, 1 694, 1 696, 
i 697, 1 699, 1 70 1 ,  1 703, 1 705. Баламетов И. Г. (АзССР, 
г. Кусары) - 1 68 1 - 1 683, 1 685, 1 690- 1 692, 1 694. Балиц-
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кий В. С. (Алтайский край, r. Алейск) - 1 68 1 - 1 685 
1 687- 1 703, 1 705. Бовсуновrкий Н. И. (Житомирская 
обл.)  - l б8 1 - 1 6Ю, 1 685, 1 686, 1 69 1 ,  1 694. Ветров К. В. 
(г .  Братск) - 1 68 1 ,  1 683, 1 685, 1 687-- 1 692, 1 694, 1 697-
1 699. Владимиров А. С. (Свердловская обл" г. Асбсст) -
1 68 1 - 1 692, 1 694- 1703. 1 705. Водяницкнй А. С. ( Белго· 
родская обл.) - 1 681 - 1 687, 1 689- 1 692, 1 694. Во . ­
нов И. И .  (Орловская обл" г .  Болхов) - 1 68 1 - 1 687, 
1 689- 1 69 1 ,  1 694- 1 702. Вороновнч Л. М. (Львовскан 
обл.) - 1 68 1 - 1 684, 1 69 1 ,  1 692, 1 694. Высоцкая М. Л . 
(r. Киев) - 1 683-1 686, 1 69 1 .  Головачев Е. А. (Белго­
родская обJ1.) - 1 68 1 - 1 692, 1 694-1 696, 1 698-1 703, 
1 705. Грачикова К. С. (Московская обл" г. Ожерельс)-
1 68 1 - 1 683, 1 685, 1 69 1 .  Гриневский Я. 3 .  (Ивано-Фран­
ковская обл., г. Коломыя) - 1 68 1 - 1 686, 1 690, 1 69 1 ,  
1 695, 1 697. Егикян О .  Г .  (АрмССР) - 1 68 1 - 1 685, 1 69 1 .  
Екшембеев Г .  М .  (Татарская АССР) - 1 68 1 -1 692, 
1 694- 1 702, 1 705. Емелюшин И. С. ( г .  Барнаул) -
1 68 1 - 1 685, 1 687, 1 689, 1 69 1 ,  1 694, 1 696- 1 699. Зуби­
лин Н. И. (Орловская обл .)  - 1 68 1 - 1 685, 1 688- 1 69 1 ,  
1 694- 1 698, 1 700-1 702. Карнаухов А. Ф.  (г. Ижевск) -
1 68 1 - 1 685, 1 687- 1692, 1 695- 1 697, 1 699, 1 700, 1 705. 
Ключко В. И" Ключко Е. И. (Алма-Атинская обл.) -
1 68 1 - 1 683, 1 685-1 692, 1 699. Копылова Т. М. (г. Пяти­
горск) - 1 68 1 - 1 686. Курганов Т .  К. (УзССР, г. Чир­
чик) - 1 68 1 - 1 683, 1 685, 1 686, 1 69 1 ,  1 693, 1 694, 1 70 1 ,  
1 702. Мадримов С .  (Хорезмская обл.) - 1 68 1 ,  1 682, 
1 684-1 688, 1 690, 1 693. 1 694, 1 697, 1 699. Макаров ,;о,\. Ф. 
(Орловская обл. ) - 1 68 1 - 1 685. 1 687- 1 692, 1 694, 1 696-
1 699. Менщиков Л .  Е. (r. Южно-Уральск) - 1 68 1 - 1 685, 
1 69 1 .  Мирзоев А. Д. (АзССР) - 1 68 1 - 1 683, 1 685, 1 69 1 .  
Мосян М. А .  (г. Краснодар) - 1 68 1 ,  1 683-1687, 1 69 1 ,  
1 692. Невзоров А .  Л. (r. Кременчуг) - 1 68 1 - 1 693, 
1 695-1 697. Панченко 51. Е. (г. Невинномысск) -
1 68 1 - 1 683, 1 685, 1 686, 1 689, 1 69 1 ,  1 694, 1 699. Пове­
лий В. И. (Ровенская обл.) - 1 682, 1 686-1 693, 1 695, 
1 698, 1 699, 1 70 1 ,  1 702, 1 705. Полховский Н. Н. (г. Фер­
гана) - 1 68 1 - 1 692, 1 694, 1 699. Попов А. С.  (г. Уфа)  -
1 68 1 - 1 685, 1 687-1 689, 1 69 1 ,  1 694, 1 695, 1 697, 1 699-
1 70 1 ,  1 703. Попов В. А. (г. Сыктывкар) - 1 69 1 - 1 693, 
1 70 1 - 1 703. Ратушный В (Челябинская обл.) - 1 68 1 -
1 685. Романец В.  А .  (Тернопольская обл. )  - 1 68 1 -
1 686, 1 688. Рустамоглы М .  ( ГССР) - 1 68 1 - 1 687, 1 689, 
1 69 1 ,  1 692, 1 694, 1 695, 1 699. Садыгов Г. Р. (АрмССР)-
1 68 1 - 1 685, 1 687, 1 690-1 692, 1 694, 1 695, 1 697-1699. 
Симеонов А. А. (Болгария, г. Своге) - 1 695-1702, 1 705. 
Стойменович И. (Югославия, Каравуково) - 1 68 1 - 1 692, 
1 697, 1 699. 1 70 1 ,  1 702. Терехов И. А. (Чечено-Ингуш­
ская АССР)  - 1 68 1 - 1 684, 1 686, 1 687, 1 689, 1 697. Уте­
мов В. А. (Свердловская обл" г. Красноуфимск) -
1 68 1 - 1 692, 1 694, 1 696-1 703, 1 705. Фадеева И. П. 
(г. Брест) - 1 68 1 ,  1 692, 1 694-1 703, 1 705. Чваньков И. Т. 
( Гомельская обл . )  - 1 68 1 - 1 702, 1 705. Чепкасов Г. С. 
(г. Краснодар) - 1 68 1 - 1 685. 1 687, 1 689, 1 69 1 ,  1 692, 
1 694- 1 699. Шабанов И. (АзССР) - 1 68 1 ,  1 682, 1 685, 
1 69 1 ,  1 692, 1 694. 1 695. Шакаралиев А. Г. (АрмССР) -
1 68 1 - 1 683, 1 685, 1 69 1 .  Юдаков В. А. (Крымская обл.)-
1 682, 1 683, 1 686-1 693, 1 695- 1 697, 1 699- 1 705. 

Математические кружки: 3 1 -й шк. Чимбайского р-на 
Каракалпакской АССР (рук. К. А. Амирбаев) - 1 68 1 -
1 685, 1 687, 1 689, 1 692, 1 694, 1 695; 46-й ш1<. г .  Мурман­
ска (рук.  В. Е Андреев) - 1 68 1 - 1 686. 1 69 1 ,  1 699; 10-й 
шк. г. Ангарска (рvк. В .  А. Васильева) - 1681 -1690, 
1 692-1 694, 1 697; Карыкышлакской шк. АзССР (рук. 
Э. Х. Казымов) - 1 68 1 -1 6&3, 1 685-1 687, 1 69 1 ,  1 697, 
1 699; 1 73-й шк. r. Киева ( рук. Р. П. Ушаков) - 1 68 1-
1 702; Зарнавинской шк. АзССР (рук. Ф. Г .  Кадиров) -
1 682, 1 686, 1 69 1 ,  1 699. 



Математический капендарь на 1976 / 77 учебный rод 

Март 

1 4  м а р т  а - 80 лет со дня рожде­
н11 я советского математи"а Клавдии 
Яковлевны Л а т ы ш е  е о й  (1 897-
1 956; см.: «Математика в школе», 
1 966, № 2). 

• 
27 м а р т  а .....:. 60 лет со дня рожде-

Anpcnь 

3 а п р е л  я - 70 лет со дня рож­
дения советского математика, члена­
корреспондента АН УССР М<>rжа Гри­
горьевича К р е й н а (см.: «Матема­
тика в школе», 1 962, № 1 ;  «Успехи 
математических наук», 1 958, 1 3, № 3; 
1 968, 23. № 3). 

3 а п р е л  я 60 лег со дня рожде-
ния советского математика, члена- ния советского математика, академv.ка 
корреспондента АН СССР (1 970} А!-1 Молдавской ССР ( 1 961 )  Владими­
Алексея Федоровича Л е о н т ь е в а. ра Александровича А н  д р  у н а  к и е­
Он родился в с. Яковцево Горьков- в и ч а. Он родилс я в Петрограде. 
ской обл. Окончил Горьковский уни- Окончил университет в г. Яссы (Ру­
верситет ( 1 939), доктор физико-мате- мыния), доктор физико-математиче­
матически� наук ( 1 948), профессор ских наук (1 958). В 1 953-1 961 гг. ра­( 1 949). В 1 942-1 971 гг. работал в ботал в Московском химико-техно­
различных вузах страны, с 1 971 г. логическом институте, с 1 961 г. ра­
работает в Башкирском филиале АН ботает в Кишиневе, где возглавляет 
СССР. Основные труды А. Ф. Ле- Институт математики с вычислитель­
онтьева относятся к теории функций ным центром АН МССР и рукое;одит 
{аппроксимация и интерполяция исследованиями по алгебре. !3. А. 
функций в комплексной области), Андрунакиевич занимается струк­
теории рядов Дирихле и их обобще- турной теорией и теорией радикалов, 
ниям, дифференциальным уравне- колец, теорией топологических ко 
ниям бес1<онечного порядка. Извест- лец, а также аддитивной теор11ей 
на его книга «Ряды полиномов Ди- идеалов некоммутативных (и  неассо­
рихле и их обобщения» (М., 1 95 1 )  и циатнвных} колец, модулей и груп­
монография «F яды экспонент» (М., поидов. Его цикл работ по совре-1 976), посвященна я  представлению менной алгебре удостоен Государст­
аналитических функций в выпуклых венной премии по науке и технике 
областях р ядами экспонент. А. Ф. МССР ( 1 972) (см.: История отечест­
Леонтьев ведет большую научно- венной математики, т. 3-4). 
организационную работу в Башкир- 1 2  а п р е л я  - 1 25 лет со дня рож­
ском филиале АН СССР; он воспитал дения немецкого математика Ферди­
много молодых ученых {см.: История нанда Л и н д е  м а н  а (1852-1 939; 
отечественной математики, т. 3-4; см.: «Математика в ш1<оле», 1 964, 
БСЭ, изд. 3-е). № 2). 

31 м а р т а - 250 лет со дня смер­
ти великuго английского физика, ме-
ханика, астронома и математика 
Исаака Н ь ю т о н  а ( 1 643-1727; см.: 
«Ма гематика в школе», 1 962, № 1 ). 

31 м а р т  а - 1 00 лет со дня рож­
дения советского математика Нико­
лая Николаевича П а р  ф е н  т ь е в  а 
(1 877-1943; см.: «Матема;и1<а в шко­
ле», 1 967, № 1 ). 

Поздравляем юбиляров 

СТЕПАН ПАВЛОВИЧ ПУЛЬКИН 
(К 70-летию со дня рождения) 

1 1  января исполнилось 70 лет со 
дня рождения заведующего кафед­
рой математичес1ю;о а:;ализа и вы­
числительной матема<ики Куйбышев­
ского педагогнческоrо института, 

1 3  а п р е л я  - 75 лет со дня рож-
дения советс1<ого математика, члена­
корреспондента АН АзССР ( 1 962) 
Максу да Алисимран оглы Д Ж а в а­
д о в а ( 1 902-1 974; см.: «Математика 
в школе», 1 972, № 4). 

21 а п р е л  я - 325 лет со дня 
рождения французского математика, 
члена Парижской АН Мишеля Р о л­
л я ( 1 652-1 7 19) {см.: «Математика в 
школе», 1 964, № 6). 

доктора физико-математических наук 
профессора Степана Павловича Пуль­
кина. 

Научные ;JНтересы Степана Павло­
вича - теория итераций функции 
действительного переменного, крае­
еь•е задачи дифференциальных урав­
нений смеuJанного типа - находятся 
в стороне от непосредственных ин­
тересов современной школы, однако 
проблемы школы ему не чужды. Сте­
пана Павловича с полным основа­
нием м.о,кно назвать Учителем с 

22 а п р е л я - 90 лет со дня рож­
дения выдающегося датского мате­
матика Хараль.да Б о р  а ( I E:87-1951)  
брата з�:ал·.е1'итого физио:а Нильса 
Бора. Х. Бор родился в Копенгагене. 
С 1 9 1 5  г. был профессором Высшей 
технической школы и с 1 930 г.- уни­
верситета в !<опенгагене. Основные 
труды Х. Бора относятся к теории 
функций и теории чисел. В связи с 
исследованием так называемой дзе­
та-функции, играющей важную роль 
в теории чисел, Oli развил теорию 
почти периодических функций (1 923), 
которая имеет многочисленные при­
ложения в математическом анализе, 
небесной механике h физике. С име­
нем Х. Бора в теории функций комп­
лексного переменно;о и функцио­
нальном анализе связаны такие по­
нятия, как неравенство Бора, почти 
периодические фун1щю1 Бора, пре­
образование Бора и др. На русский 
язык переведена его книга «Почти 
периодические функции». м. - л" 
1 934 (см.: БСЭ, изд. 3-е; Н. Винер. 
Я математик. Пер. с англ. М., 1 964). 

23 а п р е л я - 70 лет со дня рож­
дения советского математика и ме­
ханика, Гер о я Социалистического 
Труда, лауреата Ленинской и Госу­
дарственной премий, академика АН 
СССР и АН ГССР Ильи Нестеровича 
В е к  у а {см.: «Математи1<а 11 школе», 
1 962, № 1; 1 964, № 4, БСЭ, изд. 3-е). 

30 а п р е л  я - 200 лет со дня рож­
дения великого немецкого матема­
тика, астронома, физика и геодезис­
та Карла Фридриха Г а  у с с а (1 777-
1 855; см.: «Математика в шкоде», 
1 962, № 1 ). 

30 а п р е л я  - 1 00 лет со дня рож­
дения советского м,:�тематика Надеж­
ды Николаевны Г е р  н е т ( 1 G77-
1 943; см.: «Математика в школе», 
1 967, № 1 ). 

А. 14.. &ородмн (r. Донецк) 

большой буквы, Учителем учителей. 
Не только навсегда запоминающими­
ся лекциями, но приемами работы, 
всем своим облюсом, всей своей 
жизнью он дает образец учителю и 
начинающему. вузовскому преподава­
телю. О стиле работы профессора 
Пулькина можно говорить много. 
Тщательная отработка деталей каж­
дой лекции, каждого практического 
занятия, стремление к ясности изло­
жения без снижения научного уров­
ня, доброжелательность. внимание к 
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человеку, уважение собеседника, не 
иссякаемое трудолюбие, разумная 
требовательность - составные части 
стиля его работы. 

Сорок пять лет работает на фа­
культете Степан Павлович. Многие 
тысячи учителей математики подго-

гогических институтах страны. Чет­
верть века функцнонирует созданный ' 
им семинар по уравнениям смешан­
ного типа, который давно перерос 
рамки города Куйбышева, стал По­
волжским зональным и вносит свою 
лепту в дело повышения профессио­
нальной подготовки преподавателей 
математики пединститутов. 

Профессор С. П. Пулькин - дея­
тель математического образования 
широкого диапазона. Помимо чисто 
преподавательской деятельности и 
написания учебных ру1<оводств он 
принимает актиllное участие в рабо­
те различных общественных органи­
заций, деятельность которых направ­
лена на совершенствование матема­
тического образования: ученой ко­
миссии по математике МП РСФСР, 
научно-методического совета МВО 
СССР, экспертной комиссии по ма­
тематихе Волжского региона, научно­
методической комиссии Куйбышевско­
го ГК КПСС. Он автор и соавтор 
программ по математическим дис­
циплинам для педагогических вузов, 
создатель и бессменный руководи­
тель Волжского зонального объеди­
нения математических кафедр педа­
гогических институтов. Много сил и 
времени затратил он на организацию 
издания «Волжского математического 
сборника», ответственным редакто­
ром которого был более 10 лет. 

Трудовая деятельность С. П. Пуль­
кина отмечена правительством орде­
нами Трудового Красного Знамени и 
«Знак Почета», медалями «За доб-
лестный труд в ознаменование 
1 00-летия со дня рождения 
В. И. Ленина», «За доблестный 

ва, который с отличием оканчивает 
в 1 939 г. 

Свою педагогическую деятельность 
И. С. Бровиков начал в 1939 г. в ка­
честве старшего преподавателя мате­
матики Коми государственного педа­
гогического института, где читал лек­
ции по различным разделам высшей 
математики. 

товлены за это время, десятки ву­
зовских преподавателей прошли шко­
лу Пулькина, усваивая и неся даль­
wе все лучшее из опыта этого не­
заурядного педагога. Авторитет -его 
на факультете исключ11тельно велик. 
Ни один серьезный вопрос органи­
зации учебного процесса не решает­
ся без его консультации. 

С июля 1 941 г. И. С. Бровиков в 
рядах Советской Армии. Он участ­
вует в боях под Москвой, Старой 
Руссой, на Курской дуге, на Укра­
ине, в Румынии, Польше, Германии 
и Чехословакии, за что награжден 
орденом Красной Звезды и многи-труд в Великой Отечественной вой­

С. П. Пулькин много внимания уде- не». Министерство просвещения на-
ляет методике вузовской работы. ми медалями. 

градило его значком «Отличник на- в 1 945 и С Вузовский преподаватель должен г. ван еменович посту-
знать свой предмет. Это - аксиома. 

родного просвещения». пает в аспирантуру НИИ механики 
Пожелаем дорогому юбиляру мно- МГУ 1 948 Но не менее важно и умение до- и в г. защищает кандидат-

не-.:ти знания до слушателей. Препо-
гих лет жизни и новых творческих скую диссертацию. 
успехов в его благородном труде на 

даватель должен искать пути наи- благо Родины. С 1 946 г. начинается научная дея-
более эффективного выполнения тельность И. С. Бровикова в Госу-
стоящей перед ним задачи по под- В. И. Левнн (Москва), дарственном океанографическом ин-
готовке высококвалифицированных К. д. Маnыrмн (г. Куйбышев) ституте, где 01i выполняет ряд не-
специалистов. На поиски внутренних следований по теории ветрового вол-
резервов преподавания нацеливает нения - одной из важнейших проб-
своих подчиненных заведующий ка- лем геофизики. Успешно применив 
федрой профессор Пулькин. Им на- ИВАН СЕМЕНОВИЧ &РОВИКОВ методы статистической физики, он 
писано ряд методических разрабо- (К 60-nетшо со дня рожденм•J составил замкнутую систему уравне-
ток для студентов и серия книг: «Не- ний и дал ее строгое решение. Ему 
определенный интеграл» - пособие та1<же принадлежит заслуга теорети-
для заочников ( 1 960), «Численные ме- Исполнилось 60 лет со дня рожде- ческого вывода функции распределе-
тоды алгебры и анализа» (1 966) и ния ученого-математика и педагога, ния элементов ветровых волн. За 
ряд других. В каждом отдельном члена-корреспондента АПН СССР, эти работы Иван Семенович был 
случае он идет от практики, ею вы- доктора физико-математических наук, удостоен премии имени академика 
веряя найденное теоретически, сно- профессора Бровикова Ивана Семе- Ю. М. Шокальского. Все эти исследо­
sа претворяя в практику и снова новича. вания вошли в докторскую диссерта­
внося коррективы. Тщательная отра- И. С. Бровиков родился в с. Ольхи цию, которую он защитил в 1 954 г. 
ботка каждого приема, каждой за- Шацкого района Рязанской области в Доклад И. С. Бровикова о его рабо­
дачи, каждой строки книги - это так- семье крестьянина. В 1 934 г. после тах в области ветрового волнения был 
же стиль работы С. П. Пулькина. окончания Куплинской школы колхоз- представлен на Вторую сессию Меж-

Более двадцати лет Степан Павло- ной молодежи Иван Семенович по- дународного совета геодезии и гео­
вич руководит аспирантами, его уче- ступает на механико-математический физики, которая состоялась в сентяб­
ников можно найти во многих педа- факультет МГУ им. М. В. Ломоносо- ре 1 957 г. в г. Торонто (Канада). 
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В 1964 г. Академией наук СССР 
была издана под редакцией И. С. 
Броsикоеа аннотирсванная библио­
графия работ на русском и иностран­
ных языках по исследованию волн 
цунами за период 1726-1 962 гг. Его 
научные интересы связаны и с ма­
тематическим программированием. 
Он является членом Президиума Ко­
митета по прикладной математике и 
вычислительной технике (ВСНТО 
СССР). 

на должность заведующего кафед­
рой математики Орского пединсти­
тута. С 1 962 г. по 1965 г. в том же 
институте работал проректором по 
учебной и научной работе. 

С 1965 г. и по настоящее вреМ11 
В. Я. Саннинский работает в Туль­
ском пединституте. Он ведет курсы: 
«Научные основы школьного курса 
математики», «Практикум по реше­
нию задач», методические спецкур­
сы и спецсеминары. 

В. Я. Саннинский проводит болъ­
шую научно-методическую работу. 
Им опубликовано более 30 работ. 
Он является соавтором учебного по­
собия для педвузов «Методика пре­
подавания математики в средней 
школе», 1 часть которого вышла в 
1975 г. в издательстве «Просвеще­
ние», соавтором и редактором посо­
бия «Практикум по решению задач», 
две части которого изданы Тульским 
пединститутом. 

Все годы Иван Семенович совме­
щал научную деятельность с педаго­
гической работой: был старшим пре­
подавателем кафедры математики 
Академии авиационной промышлен­
ности, в течение ряда лет читал лек­
ции на кафедре океанологии геогра­
фического факультета МГУ по теории 
вероятностей и математической ста­
тистике в океанологических исследо­
ваниях, заведовал кафедрой высшей 
математики в Заочном институте со­
ветской торговли, где им были на-
писаны учебные пособия для студен- В. Я. Санминский - активный участ-
тов по линейному программированию ник многих межвузовских конферен-
и монография «Математические ме- ций и семинаров. Как член Бюро 
тоды анализа в торговле». С 1956 г. ВЛдДИМИР ЯКОВЛЕВИЧ объединения математических кафедр 
по настоящее время И. С. Бровиков СдННИНСКИЯ пединститутов Центральной зоны 
работает заведующим кафедрой вые- (К 60-nетн�о со дм. рожденмя) РСФСР, он проделал большую рабо-
шей математики во Всесоюзном за- ту по организации и проведению 
очном институте текстильной и лег- конференций и семинаров на базе 
кой промышленности. 1 7  января 1 977 г. исполнилось Тульского пединститута. 

В 1965 г. Иван Семенович Брови- 60 лет со дня рождения кендидата Работая в пединституте, В. Я. Сан-
ков избирается членом-корреспон- педагогических наук, доцента кафед- нинский поддерживает тесную связь 
дентом Академии педагогических ры геометрии и методики математи- с учителями математики. Он неустан­
наук РСФСР, а затем и АПН СССР. кн Тульского пединститута Владимира но пропагандирует среди них новые 
В течение многих лет он состоял Яковлевича С а н н и н с к о г о. идеи школьного курса математики 
членом Ученого совета Московского В. Я. Саннинский родился в селе (теоретико-множественный подход и 
областного педагогического институ- Турки Саратовской области в семье элементы математической логики), 
та им. Н. К. Крупской и членом Уче- учителей. После окончания школы новинки учебно-методической лите­
ного совета Научно-исследователь- ФЗУ два года работал слесарем и ратуры. 
ского института содержания и мето- осмотрщиком вагонов на железной Большую работу он проводит и с 
дов обучения АПН СССР; являлся дороге. В 1 939 г. он окончил физико- учащимися, проявляющими повышен­
научным консультантом сектора вы- математический факультет Оренбург- ный интерес к математике. Часто вы­
числительной математики института ского пединститута. ступает в лекториях для учащихся, 
физики и математики Академии наук Педагогическая деятельность В. Я. преподает в ЮМШ. Последние 
Киргизской ССР; более 10 лет был Саннинского началась в 1937 Г. Он 10 лет является бессменным предсе­
членом экспертной комиссии ВАК работал учителем математики в сред- дателем областного оргкомитета ма­
при Министерстве высшего образо- них школах Казалинска и Сорочинска тематической олимпиады. в качестве 
вания СССР. Оренбургской области. _ 1 руководителя команды школьников 

Иван Семенович часто выступает С января 1942 г. по маи 1 �46 г. на- принимал участие на многих Всерос-
оппонентом на защитах кандидатских ходился в рядах Советскои Армии. сийских и Всесоюзных математиче­
и докторских диссертаций, рецензи- За участие в Великой Отечественной ских олимпиадах. 
рует книги и статьи по различным войне награжден орденом Отечест-
научным вопросам, руководит рабо- венной войны 11 степени, медалью Трудовая и общественная деятель­
той своих многочисленных аспиран- «За оборону Сталинграда» и другими ность В. Я. Саннинского отмечена 
тов. Под его руководством продол- медалями. многими грамотами и благодарностя­
жает функционировать научно-мето- После демобилизации из армии ми. Он награжден значком «Отлич-
дический семинар «Современные в. Я. Саннинский работал учителем ник просвещения РСФСР». 
идеи в преподавании математики в математики средней школы NO 1 6  в Пожелаем Владимиру Яковлевнчу 
СССР и за рубежом» при НИИ со- Ворошиловграде, руководил там же -

хорошего здоровья и дальнеиших 
держания и методов обучения АПН городским методобъединением учи- v 

успехов в его многограннои деятеnь-
СССР. телей математики. В 1 949 г. он был ности. Поздравляя Ивана Семеновича со приглашен на работу в Ворошилов-
славным юбилеем, все друзья и то- градский пединститут. 
варищи желают ему доброго здо- В 1956 г. В. Я. Саннинскому была 
ровья и новых творческих успехов в 
научной и педагогической деятель­
ности. 

С. В. Кудрявцев 
(Москва) 

присуждена ученая степень кандида­
та педагогических наук (по методике 
математики), звание доцента он по­
лучил в 1962 г. 

По конкурсу в 1958 г. был избран 

П. д. 6уданцев 
(г. Тула), 

Ю. М. Коnяrнн 
(Москва) 



КРИТИКА И БИБЛИОГРАФИЯ 

ПОЗНАl<ОМИМСЯ С КННГОА 

П. В. Стра;нnатоа 
(Москва) 

«МА ТЕМАТИКА В ВОСЬМИЛЕТНЕЙ ШКОЛЕ» 

Книга «Математика в восьмилетней школе (обзор со­
держания ) »  авторов Н. А. Е рмолаевой 11 Г. Г. Масло­
вой издана издательством «Просвещение» в 1 976 г. в 
качестве пособия для учителя. Такое издание крайне 
необходимо: все классы школы пе�ешлн на новую про­
грамму, утверждены У'Jебники для IV и V классов, вес­
ной 1 977 r. предстоит первый выпуск учащихся средних 
ш кол, изучавших курс математики по новой программе 
и новым учебным пособиям. 

В рецензируемом пособии отражены основные вопро­
сы программы восьмилетней школы. Оно содержит сле­
дующие разделы: 1 )  введение; 2)  краткиii обзор курса 
математики IV и V классов и особенностей новой про­
граммы по алгебре и геометрии VI-VI J I  классов; 
3) обзор отдельных тем и понятий с некоторым анали­
зом изложения их в учебных пособиях, среди них тео­
ретико-множественные понятия и понятия математиче­
ской логики; понятие функции (отображения)  в алгеб­
ре и геометрии; уравнения и системы уравнений, нера ­
венства и системы неравенств; выражения, тождествен­
ные преобразования выражений; некоторые особенности 
нового курса геометрии;  4) воспитание в процессе об­
учения математике; 5) приложения, где приведены: 
схема программы; символика, используемая в восьми­
летней школе; примеры уравнений и неравенств, систем 
уравнений и неравенств; примерный вариант письменной 
работы по алгебре за курс в осыш:ктней школы. 

Во введении и обзоре курса математики I V-V I I I  
классов отмечаются оснпвные отличия новой програм­
мы и новых учебных пособий, в которых она реализует­
ся и раскрывается :  введение простейших понятий теории 
множеств и математической логики, выделение стержне­
вых понятий (числа, функции, уравнения, неравенства, 
тождества, геометрической фигуры и др.) и, наконец, 
тесная взаимосвязь при изучении основных понятий. 
В месте с тем подчеркивается, что хотя программа со­
храняет достаточно большую часть традиционной про­
граммы, но подход к изучению этого материала во мно­
гих случаях существенно отличается от установившего­
ся ранее. Авторы кратко останавливаются на включе­
нии новых вопросов и на перестановке тем по годам 
о6учення курса математики IV и V классов, а также 
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курса алгебры и геометрии VI-V I I I  классов. Самым 
большим 110 объему является третий раздел пособив, 
в нем выделяются принципиально новые вопросы илн 
вопросы, трактуемые с принципиально новых позиuий. 

Рассматриваемые разделы п вопросы позволпют авто­
рам подтвердить методическую особенность новой про­
граммы: изучение основных понятий проходит в тесной 
взаимосвязи. Это ясно из того, что почтп в каждом из 
рассматриваемых вопросов привлекается программный 
материал всех лет оuучепия восьмилетней школы; s 
каждом из разделов приводятся определения основных 
понятий, указываются объем изучаемого теоретическо­
го материала, степень трудности упражнений, приводят­
ся примеры упражненнй и оформление их решений, вы­
ясняется, что должен твердо усвоить учащийся в ре­
зультате изучения данного раздела. 

При рассмотрении понятия функции (отображения) 
подвергнуто обзору множество элементарных функций :  
прямая пропорциональность, обратная пропорщюналь­
ность, линейная функция, кпадратный трехчлен, степен­
ная функция с натуральным показателем, обратная ей 
функция, показательная функция и обратная ей (при 
основании 1 О) , рассматривается частный пид функции -
последовательность. 

Отдельный пункт посвящен тригонометрическим функ­
циям в пределах программы VI I I  класса. Кроме триго­
нометрических функций из программы по геометрии 
здесь же рассмотрены перемещения, векторы и понятии 
подобия и гомотетии. Хпрошо, что в этом пункте за­
тронут вопрос об отобр:1жении множества в множество 
(с. 29) и приведены прпмеры доказательства теорем с 
помощью понятия перемещения (с. 33) .  Говоря об уравне­
нv.ях, неравенствах и нх системах, <�вторы выделяют 
вопрос об уравнениях, содержащих переменную в зна­
менателе, приводят решение упражнений. Как при ре­
шении систем уравненпй, так и при решении систе�1 
неравенств ими используется графическая иллюстрация, 
пересечение и объединенне множеств решенпй уравне­
ний (неравенств) ,  входящпх в систему. 

Рассматривая вопрос о выражениях и их тождествен­
ных преобразованиях, они ограничиваются выражения­
ми с переменными. Выяrнив, какие два выражения на­
зываются тождественно равными на данном множестпе, 
рассматривают степень с натуральным показателем, 
одночлен, многочлен и основные виды их преобразова­
ний, а также тождества сокращенного умножения; да­
лее говорят о дробных выражениях и преобразованиях 
суммы, разности, произведения и частного дIJyx дробей 
в дробь. Приведен материал о степеннх и корнях с ра­
циональным показателем. Заканчивается этот раздел 
вопросом () ВЫЧИСдСН!IЯХ с десятичны�ш логарифмами и 
кратким замечанием о приближенных Dычислениях. 

В разделе об особенностях нового курса геометрии, 
как и в учебнике, выделен вопрос об определениях, 
указана последовательность теорем планиметрии, при­
чем большое внимание уделено координатной записи 
некоторых перемещений и формулам длины окружности 
и площади круга (VI I I  кл. ) .  В дополнение к традицион­
ным задаuам авторы припо:rят примеры упражнений на 

более глубокое усвосннР программного материала, при­
чем дано решение одной задачи. В конце раздела рас­
сматривается вопрос о начальных СВС'дениях из стерео­
метрии. Авторы подчеркивают, что основное внимание 
при изучении этого материала следует обратить на со­
здание у у-�ащихся наглядных представJiений. При 
ознакомлении с взаимным расположением точек, пря­
мых и плоскостей выделены основные свойства распо­
ложения прямых, прямой и плоскости, двух плоскостей 
в 11ространстве. Приводятся формулы для вычисления 
площадей поверхностей и объемов прямой призмы. пп­
рамиды, цилиндра, конуса и шара, а также примеры 
упражнений. 



JЗ,-,nfJOC о nоспт•та11пп в пpou:r>cce пбvчения нате�!:� r н ·  
ю:, к сожалению, раскрыт консп"ктшшо. 

Б отношении приложеиий следует отметить, что ука· 
занне символики используемой в IV-VII I  классах, 
весьма целесообразно БоJJьшую помощь учителю ока· 
жут приведенные пр1 1 :-.1еры упражнений на уравнения и 
н е р :н;енстна. котор1.1е 1; аны l l O  го · tам обу•�ения и no 
темам данного классd. Приведенный 1 1римерный парнант 

ПИСЬМО В РЕДАКЦИЮ 

Выход книги «Мап�матика n восы.шлетней школе (об­
зор t;Одержания) » был прод•�ктован необходимостью по· 
з1;аком ить с осиовным.1 вопрос а м и  программы восьми­
летней Шl(ОЛЫ учителей математики, главным образом 
тех. к го 1 1риступил 1< работе в IX-X I<Лассах, не имея 
е:пс опыта работы в !V-V l l l  классах. 

'� этой юrиге в Q(}общешюм виде представлены содер· 
ж :1 : 1не курса мцтсмап1ю1 1Jосьмилетней школы, уровень 
трсбонэ пий к 3 1 1 а ,, 1 1 я м  1 1  умеш�ям школьников, задачи 
и упраж!'ения, вы полнение которых обязательно для 
всех учащихся. Это. естественно, расширяет круr чита­
телей, котор1->1м может оказаться полезной эта книга 
(преподаватели средних специальных учебных заведе· 
ний и профессионально-технических училищ, студенты 
педаГОПIЧ('СJШ\ институтов) . 

В настоящее время на основе учебных пособий по 
математике, по которым работает восьмилетняя школа. 

С тра ница 1 Строка Н а пе ч а т а н о  

rпсыленной рабо1 ы по з,1rебре за курс no0• Г4ИЛетнсй 
школ�" будет служить учителям некоторым о,тентнром. 

К сожалению, в книге имеется и ряд опечаток. 
В заключение отметим, что приводимые примеры 

упражнений для 3акрепления и контроля по степени 
трудности я вляются несложнымн; можно рекомендовать 
учителю для отдельных классов и для fIНД11видуальноii 
работы с Х <)рошо успевающими уч:�щиr.н,ся степень 
трудности унражнений несколько повысить. 

создаются стабильные учебники. Уже введены стабиль­
ные учебнию, в I V-V классах. В последующие три 
года IJ качестве стабильных будут утверждены учебншш 
алгебры и геометрии для VI-V I I I  классов. П рограмма 
курса м атем;пики в основном сохраняется, в нее вно­
сятся лишь некоюрые локальные усовершенствования. 
При переработке учебников учитывается опыт работы 
общеобразовательной школы, предложени я  институтов 
усовершенствоваrшя учителей 11 отдельных учителей. 
Уточняются формулировки, совершенствуется снстема 
упражнений на основе более точного выделения резуль­
татов обучения по каждому пункту, параграфу, теме, 
устанавливают.:я более органические связи между кур· 
сами алгебры ;; геометрии, связи с другим и  предметами.  

К сожалению. в книге «Матсмr�тикJ в восьмилетней 
школе» допущены ошибки и опечатка. Прив:сдем наибо­
лее существенные из них: 

Слt·дует читать 

13 
13 
23 

25 

! 1 -я с верху 

12-я с верху 
5-я сверху 

1 -я снизу 

х - 3 ;> 0  х - З < О . 
] - оо; 2 ( U [3; + оо [ 

n E N, 
10-1 . 10°·72 = 5 , 3 ·  I0-1 • 

х - 3 > 0  х - 3 < 0 . 
] - оо; 2 [ U ] 3; + rx; ( 

n E N , п+1 , 
10-• . н ;0•72=5 , З - l v- • .  

34 7-я с верху 

34 1 6-я с верху 

38 15-я снизу 

38 1 2-я снизу 

47 1 2-я снизу 

48 13- 1 4-я с верху 

50 10-я с н изу 

52 1 - я  сверху 

52 2-я с верху 

54 1 1 -я  с верху 

55 17-я с низу 

I OX, \ = k l OX I . 
/ X,Y, / = k / XY j .  

3 7 3 
х 5 х5 = 9 · 0 , 2х = (0,008 . 

х > О . 
ЬфО 

п реобразован ие и х  в дробь 

а > О . 
Предс тавьте в виде к вадрата (х > О) 
вырижения: 

1 

х3 - 3  
х - 9 

4 , 8-.<!<"4 , 8 .  

1 X ,Y , j = k j XY j ,  

о,'(, = k o ,\f.  
X ,Y, = k  :<l .  

3 7 

XS-- · XS =9. 
х ;> О .  

ь + о 
преобраз ование их в дробь, ч;�с л и­
тель и знаме натель кото рой - це лые 
выражения. 

а ;> О, 
Представьте в в иде квадрата в ыра· 
жени я; 

1 

х2 -з 
х - 9 · 

4 , 8 < 1  < -1 , 9 .  

X ,Y,=k X Y ,  

Н. А. Ермолаева, Г. Г. Маслова 
(Москва) 
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Е. М. Боnьсен 
(г. Ананьев) 

ПЕРВОЕ В РОССИН FfAYЧHOE ИЗДАТЕЛЬСТВО 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЯ ЛИТЕР А ТУРЫ 

Группа одесских математиков, преподавателей Ново­
российского университета 1,  сотрудников научно-по­
пулярного журнала «Вестник опытной физики и эле­
ментарной математики», учитывая большой спрос на 
научно-популярную литературу, организавовала в 
1 905 г. специальное научное издательство «J\'\атезис». 
Научную комиссию издательства возглавил приват­
доцент Новороссийского университета, редактор «Вест­
ника» В. Ф. J(аган ( 1 869- 1 953) , впоследствии видный 
советский математик. 

В математической секции научной комиссии прини­
мали активное участие одесские математики И. В. Сле­
шин.ский, С. О. Шатуновский, И. Ю. Тил1ченко, 
А. Д. Крыжановский, харьковские - С. Н. Бернштейн, 
Д. М. Синцов, профессор Петербургского университета 
К. А. Пассе и другие. За первые десять лет своего су­
ществования ( 1 905- 1 9 1 5) издательство «Матезис» вы­
пустило более трехсот научных и научно-популярных 
книг по физико-математическим и естественным наукам 
видных зарубежных и отечественных ученых, из них 
почти треть всех книг по математике. В первые годы 
своей деятельности «Матезис» предприняло издание на­
учно-популярной библиотеки классиков математики, до­
ступной для молодежи. Одной из первых в этой серии 
была издана работа известного немецкого математика 
Р. Дедекинда ( 1 83 1 - 1 9 1 6) «Непрерывность и иррацио­
нальные числа» ( 1 909) (работа в сокращенном виде 
была опубликована в ,,С;естнике» в 1 894-1 895 rг. (.No 1 9 1 -
1 92) , в переводе С. О .  Шатуновского) . Предисловие 
С. О. Шатуновского к книге Р. Дедекинда свидетельст­
вует о его материалистических взглядах на происхож­
дение математических понятий. Отмечая ошибочность 
взглядов Гемгольца, которых придерживался и Деде­
кинд, о том, что «на числа мы должны смотреть прежде 
всего, как на ряд произвольно выбранных знаков», Ша­
туновский справедливо указывал, что «иррациональные 
числа (так же как и всякие другие) суть чистые знаки, 
которые могут быть и действительно бывают весьма 
полезны потому только, что этими знаками выражают 
реальные свойства вещей». В приложении к работе Де­
декинда была дана статья редактора «Доказательство 
существования трансцендентных чисел» (по Г. Кан­
тору) . 

В серии «Классики математики" в 1 9 1 1 г. была также 
изщ!на работа известного чешского математика и фило­
софа Б. Больцано ( 1 78 1 - 1 848) «Парадоксы бесконеч­
ного». Перевод с немецкого выполнен И. В. Слешин­
скu1,t. Много редакторских дополнений внес он и в из­
данную «Матезис» «Алгебры логию1» Л. Кутюра ( 1 909) , 
которое являлось первой в России книгой по матема­
тической логике (если не считать небольшого исследо­
вания П. С. Порецкого, доступного для специалистов) . 

Из книг этой серии следует отметить и содержатель­
ный исторический очерк итальянского математика 
Ф. Рудио «0 квадратуре круга» с приложением статей 
Архимеда, Гюйгенса, Лежандра, Ламберта по данному 
вопросу ( 19 1 1 ) .  

Читатели также с интересом встретили и книгу не­
меакого историка математики Г. Гейберга «Новое сочи­
нение Архимеда», содержащее послание Архимеда к 
Эратосфену о некоторых теоремах механики, которое и м  
было найдено в одной и з  библиотек Константинополя. 

Большое зна11ение для повышения уровня преподава-
1 «Новороссийским» назывался университет в Одессе. 

Это название объясняется тем, что Одесса входи.па в 
Новороссийский край. 
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нш1 математики n высшей н средней школе имело нзmt-­
ние высококачественных переводных учебников по ма­
тематическому анализу Г. Ковалевского (с нем.) ,  Э. Че­
заро (с итал.) и аналитической геометрии О. Дзиобека 
(с нем. ) .  

Издательство «Матезис» довольно оперативно знако­
мило читателей и с новыми идеями в преподавании 
школьного курса математики. Большим спросом у пре­
подавателей математики пользо[Jался учебник по эле­
ментарной математике французского математика и пе­
дагога Э. Бореля ( 1 87 1 - 1 956) . Перевод и редактирова­
ние этой книги выполнил В. Ф. Каган. Ему же принад­
лежит большая вступительная статья к первой книге 
учебника ( 1 9 1 1 )  «0 реформе преполанания математики 
в средних учебных заведениях Гермашш и Франции» и 
содержательный обзор основных геометрических преоб­
разований. 

В. Ф. Каган, также выполнил перевод книги немец­
кого математика Ф. Клейна «Вопросы элементарной и 
высшей математики». 

Большое значение для популяризации математических 
знанпй среди учащейся молодежи, преподавателей сред­
них учебных заведений имело издание «Математической 
энциклопедии�.> немецких математиков Вебера и Вель­
штейна. «Энциклопедия» была написана на высоком 
научном уровне, знакомила читателей в популярной 
форме с современной математической наукой. Перевод 
с немецкого, редактирование и комментарии выполнил 
В. Ф. Каган, ему же приналлежит статья о неевкли­
довых геометриях Лобачевского и Рим ана. 

Первое издание «Энциклопедии» быстро разошлось, и 
спустя два года первый том был издан вторично 
(третье издание было осуществлено в 1 927 г.) .  

«Матезис» уделял . большое внимание и выпуску книг 
по истории м атематики. Большим спросом пользовалась 
книга американского математика Ф. Кэджори ( 1 859-
1 930) «История элементарной математики> ( 1 91 0) с 
указаниями на методы пр€подавания с содержательны­
ми дополнениями известного историка математики 
И. Ю. Тимченко. 

«Матезис:. не забывало и юных любителей матема­
тики, учащихся средних учебных заведений; для них бы­
ла издана специальная библиотека по элементарной 
математике под редакцией С. О. Шатуновского. Впер­
вые на русский язык было переведено несколько книг 
по занимательной математике. 

Издательство «Nl.атезис» выпустило несколько работ 
и отечественных математиков: А. Маркова по теории 
вероятностей ( 1 9 1 1 ) ,  В. Ф. Кагана «Преобразование 
многогранников» ( 1 91 3) ,  С. О. Шатуновского «Введение 
в анализ» ( 1 923) и русскую математическую библио­
графию проф. Д. Синцова ( 19 1 0) .  Большой заслугой 
«Матезнс> была широкая пропаганда научного насле­
дия гениального русского м атематика Н. И. Лобачев­
ского. Издательством были изданы две большие работы 
В. Ф. Кагана «Опыт обоснования геометрии Лобачев­
ского» (т. 1, 1 905) , «Исторический очерк развития уче­
ния об основаниях геометрии» (т. I I, 1 907) . 

В последнее пятилетие своего существования ( 19 1 9-
1 924) «Матезис» издало мало книг: сказывалось отсут­
ствие бумаги, типографской базы, квалифицированных 
переводчиков. Были только повторные издания учебника 
Бореля ( 1 923) , Адлера « Геометрические построения» 
( 1 924) и некоторых книг по математическим развлече­
ниям. 

В 1 922 г. по рекомендации О. Ю. Шмидта В. Ф. Ка­
ган был приглашен в Москву и назначен заведующим 
научным отделом ГИЗа. 

Издательство «Матезис» сыграло большую роль в по­
пуляризации математических знаний, в повышении уров­
ня преподавания в средней и высшей школе в доре· 
волюционной России. 



ХРОНИКА 

*' 95& ЕЕ 

О РАБОТЕ НАУЧНО-МЕТОДИЧЕСКИХ СЕМИНАРОВ 
ПРИ НИИ СиМО АПН СССР 
В 1975/76 УЧЕБНОМ ГОДУ 

«Основные nроблемы преподавания 
математики в средней школе» 

• 

С января 1 976 г. объединена работа семинаров 
«Основные проблемь1 преподавания математики в сред­
ней школе» и «Методы преподавания геометрических и 
графических дисциплин». Руководство объединенным 
семинаром осуществляют действительный член АПН 
СССР А. И. Маркушевич и действительный член АН 
УССР Б. В.  Гнеденко. Семинаром «Методы преподава­
ния геометрических и графических дисциплин» руководил 
с 1 945 по 1 974 r. действительный член АПН РСФСР 
Н. Ф. Четверухин. 

С объединением семинаров увеличилось число активно 
работающих участников. Как и в прошлые годы, раз­
нообразен состав участников. Это и учителя средней 
школы, и методисты, и преподаватели педагогических 
институтов, и психологи. В работе семинара принимают 
участие не только москвичи, но и посланцы других 
городов (главным образом из областей, смежных с 
Московской областью) ,  гости столицы, слушатели фа­
культетов повышения квалификации. 

В текущем году на семинаре были заслушаны докла­
ды, в которых освещались актуальные проблемы обуче­
ния математике в средаей школе. 

Живой интерес у слушателей вызвал доклад академи­
ка А. Н. Кол.могорова «Десять лет работы над учебни­
ками матема rики средней школы ( 1 965- 1 975)». До­
кладчик отметил прогрессивную роль проводимой пере­
стройки содержания среднего математического образова­
ния, дал критический анализ опыта работы по созда­
нию новых учебников. В заключение А. Н. Колмогоров 
изложил предложения по совершенствованию учебников. 

Старший научный сотрудник лаборатории обучения 
математике НИИ СиМО АПН СССР, один из авторов 
учебников по алгебре !О. Н. Макарычев в докладе «По­
нятие отношения в курсе алгебры восьмилетней школы» 
рассказал о подготовке стабильного варианта учебника 
«Алгебра 6». Сеоьезное внима·ние в докладе было уде­
лено обоснованию целесообразности включения в новое 
издание учебника понятия «отношение». 

Важные вопросы совершенствования школьного мате­
матического образования были освещены в докладах 

старшего научного сотрудника НИИ СиМО АПН СССР 
В. В. Фирсова «0 прикладной направленности школьно­
го курса математики·» и сотрудника Сибирского отделе­
ния АН СССР Ю. А. Первина «О работе группы Си­
бирского отделения АН СССР по применению вычисли­
тельной техники � школе». 

Большой интерес у слушателей вызвал доклад про­
фессора педагогического института им. В .  И. Ленина Р. С. Черкасова «0 некоторых общих вопросах методи­
ки преподавания математики». В докладе были раскры­
ты актуальные проблемы совершенствования методов 
обучения математике в средней школе и идеологическая 
борьба на методическом фронте. 

На семинаре было также заслушано сообщение о ха­
рактере перестройки математического образования в на­
чальной школе. С ярким и эмоциональным докладом на 
эту тему выступил профессор Н. Я. Виленкин. 

Проблеме 11одготовки учителя в условиях перехода 
школы на новые программы был посвящен доклад 
Б. В. Гнеденко «0 специальности учителя математики». 

По одной из трудных методических проблем высту­
пил с докладом «Критерии оценок знаний учащихся по 
математике» кандидат педагогических наук А.  Д. Сему­
шин. Докладчик предложил оригинальное решение по­
ставленной проблемы. Его сообщение вызвало активное 
и деловое обсуждение вопроса о нормах оценок знаний 
учащихся по математике. 

На заключительных занятиях семинара «Методы пре­
подавания геометрических и графических дисциплин» 
с докладами выступили доцент Коломенского педагоги­
ческого института Н. Н. Шоластер, кандидаты педаго­
гических наук А. И. Фетисов и А. Д. Сел·tушин, аспи­
ранты НИИ СиМО АПН СССР А. М. Янченко 11 
Д. И. Хан. В этих докладах освещались различные 
стороны изучею.;я геометрических преобразований в 
средней школе. Интерес представляли как предложении 
об изучении преобразований в условиях действующих 
программ, так и перспективы изучения геометрических 
преобразований в школе. 

Л. И. Федорова 
(Москва) 

«Передовые ндеи в преподавании 
математики» 

В 1 975/76 учебном году было проведено 5 заседаний, 
на которых заслушаны и обсуждены доклады, посвя­
щенные вопросам совершенствования среднего матем:�­
тического. образовании. 

1 5/1 1 976 г. Т. Я. Федотова (г. Тула) доложила 
о своем исследовании «Использование математических 
структур для осуществлении межпредметных связей». 
Основной вывод исследования - введение математиче­
ских структур позволяет осуществить единый подход 
к изучению многих разделов алгебры и геометрии, что 
экономит время на освоение программного материала. 
Наибольшего внимания с позиции унификации школьно­
го курса математики заслуживают структуры порядка 
и группы. В соответствии с этим определился объем 
знаний о структурах: бинарное отношение, функцио­
нальное отношение, отношения эквивалентности и по­
рядка, внутренняя операция и ее свойства, группа, изо­
морфизм групп. В методике освоения основных струк­
турных понятий автор выделила три этапа математиче­
ской деятельности: интуитивно-экспериментальный, этап 
теоретической организации материала и этап примене­
ния математической теории. 

1 2/Il 1 976 r. П. Т. Апанасов (Москва) в докладе 
«Построение системы упражнений с экономическим со­
держанием в курсе математики средних учебных заве­
дений» показал, что экономический материал в качестве 
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пр�<ложеню1 математики является наиболее благодат­
ным.  В связи с этим было отмечено, что система упраж­
нений с экономическим содержанием способствует: 
1 )  математическому развитию учащихся, вырабатывая 
у них умения и навыки в использовании математич�­
ского аппаоата для познания экономических явлении; 
2) накопле;шю полезных научно-практических знаниi'1 из 
различных областей практ:-�ческой деятельности челове­
ка; 3) JЮвышению экономической грам9пюсти учащихся 
на базе анализа п рактических ситуации. 

1 1 / I l l  1 976 г. А. С. Морозов (г. Орехово-Зуево) сде­
лал сообщение на тему «Вопросы связи теории и прак­
тики в преподавании l'l!атематики». Отметив историче­
ски сложившиеся в этом направлении положительные 
тенденции (русские методисты математики, в частности 
И. С. Шохор-Троцкий, Ф. Клейн в Германии, Д. Перри 
в Англии) , докладчик подробно остановился �.а соот­
ношении теоретического материала и упражнении в кур­
сах математики в техникумах и средних ПТУ, связав 
этот вопрос с задачей профссспоналыю-полатехнис1еско­
го образования. 

8/IV 1 976 г. И. П. Фролова (г. Нижний Тагил) доло� 
жилэ об опыте работы по воспитанию математическои 
(вычислительной)  культуры учащихся l\ осно:том через 
факультап.в. Содержание работы по освосю1ю учащи­
мися основных идей современной вычислителLнои мате­
матики в широком смысле развивалось по двум направ­
лениям:  1) анализ числовых систем школьного курса 
как алгебраических структур; 2)  составление таблиц 
(умножение многозначного числа на однозначное, квад­
раты и кубы чисел и др.) с целью показать цикличность 
вычислений, необходимость задания начальных данных 
д.1я начала счета, возможность автоматизировать про­
цесс вычислений. 

Доклад В. Ф. Волгиной (r. Южно-Сахалинск) «Графо­
вые модели в методике преподавания математики» бы� 
посвящен новым формам исследования методическои 
эффективности разных приемов изучения материала с 
учащимися. · 

1 3/V 1 976 г. А .  А Крущел.ьницкий (г. Гродно) сде­
лал доклад «Реформа содержания и метод?в школьноr? 
математичеСК()ГО образования в Польскои Наро�нои 
Республике». Проведя анализ основных тенденции в 
развитии методики преподавания математики за 1 О лет 
в послереформенной ( 1 963 г. )  польскоi'1 школе, доклад­
чик остановился на содеrжании Проекта программы по 
математике для !-Х классов общеобразовательной 
школы ( 1 973 г.) как нового шага на пути ее дальней­
шего совершенствования. А. А. Крушелышцкий обратил 
внимание на ряд интересных моментов в содержании 
программы, например постепенное введение элементов 
теории вероятное гей ·  ri математической статистики, начи­
ная с IV и кончая Х классом. 

�- С. Броsнкоs, В. Н. Шаnнина 
(Москва) 

НАУЧНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ КОl-!ФЕРЕНЦИЯ 
В УЛЬЯНОВСКЕ 

26-29 октября 1 976 г. в г. Ульяновске состоялась 
научно-практичес!(ая конференция преподавателей пе;r­
ннституто[J Поволжской зоны РСФСР по проблеми:-1 
совершенствования учебно-воспитатель1юй работы пед­
институтов со студентами-заочниками в межсессионный 
период. Конференция открылась вступительным слово:-� 
ректора Ульяновского педагогического института им. 
И. Н. Ульянова делегата XXV съезда КПСС доцента 
В. В. Най.муишна. 

На пленарном заседании были прослушаны доклады: 
«Проблема совершенствования заочного обучения в све­
те решений XXV съезда КПСС:.> (и. о. заведующего от­
делом заочного и вечернего обуqения Министерства 
просвещения РСФСР ,С. И. Мазина) ; «Система 11 орга­
низация самостоятельной межсессионной работы студен­
тов по педагогическим дисциплинам» (доцент 
М. А. J!фимцева, Москва) ; «Общепедагогические основы 
консультации и ее место в учебно-воспитательном про­
цессе в системе высшего заочного педагогического обра­
зования» (доцент В. М Юиtков, r. Пенза ) .  

На конференции работали секции общественных, фило­
логических, физико-математических и естественных наук, 
педагогики и психологии, методики преподавания мате­
матики и географии. 

На секции методики преподавания математики было 
прослушано 8 докладов. Наибольший интерес вызвала 
доклады «Система упр<Jжнений на практических заня­
тиях по геометр1ш» (доцент Е. С. Петрова, г. Архан­
гельск) , «Организация самостоятельной работы t ю  
курсу методики преподавания математики» (доцен� 3. Г. Борчугова, Ленинград) , «0 профессиональнои 
подготовке студентов-заочников в процессе преподава­
ния математических дисциплин» (доцент Т. Т. Фискович, 
г·. Ростов-на-Дону) . В докладе доцента С. Г. Первухи­
ной «Из опыта организации самостояте.1ыюй работы 
студентов-заочников по методике преподавания матема­
тики в межсессионный период» была отражена работа 
кафедры методики математики Ульяновского пединсти­
тута в следующих направлениях: вооружение навыка­
ми самостоятельной работы с научной и методической 
литературой; фС>омпрование профессиональных и иссле­
довательских навыков. Большое внимание было уделено 
вопросу изучения студентами новых учебных пособий 
для средней школы, теоретических и методических ста­
тей из журналов «Математика в школе», «Квант» и дру­
гих пособий. 

Участники конференции ознакомились с достоприме­
чательностями  г. Ульяновска. 

Н. К. Epмonaen 
(г. Ульяновск) 
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Круг-сигнал 
С помощью предлагаемого прибора ученики :\JОГУТ 

сообщать ответы, а учитель проверять их одновременно 
у всего класса. При этом можно использопать ка к в ы ­
борочные, т а к  и свободно конструируемые ответы .  

Р 1 1с. 

Ученик набирает ответ буквами, цифрам1 1  и знака м и  
(как, н а пример, на пишущей м ашинке ) .  В результате 
образуетси цпетовоii 11 ч11словой ( буквенный) коды от­
ветов, предъявляемые учителю. Существенно, что уче­
ник, н а бирая ответ, не обращает внима1 1ня на образова­
ние кода. 

Круг-с1 1гна.1 прост п ) оройстве и легко :110жет СJЬ!Тl> 
1 1зготоплен в ш1юлг,1 1 1,1 х �rастерских. Он состоит 1 1 з  че­
тырех частс ii :  карто 1 1 1 1 ого круга радиусом 20 :1,1 �1 ( р11с . 1 ) ,  
картон 1 1ого 1ю:1ьца внутренним радиусом .30 м м  1 1  в 1 1еш­
ю1 :11 радиусом 60 м м  ( р 11с. 2 и 3),  картонного круга ра­
диусом 60 мм с вы резанной частью и с 12 отверст11 и м и  
(рис. 4 ) , р У1ю51тю 1 1 1з  дерева и л и  1 1ласп1ка длнной 
1 20 �1�1 1 1  1 1 1 1 1 p 1 1 1 10 1 i .  р а вно1'i р а ссто 51 1 1 1 1ю между дпумя 
сосе:щ 1 : м 1 1  оп1е1кт 1 1 5' \l l l  13 l\apтOHllO\I круг� ( р 11с. ;)) .  

Рис. 4 
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Круг р адиусо:11 20 м :11 11  кольцо крсш1тся неподвижно 
на рукоятке (д.1я прочности пх :110жно скрепить картон­
ной полоской, рис. 6 ) . На них н а носятся цифры, буквы 
11 знаки ,  позво,1шQщие ученику н абирать ответ (рис. 1 и 
2) . О боротн а я  сторона кольца ( рис. 3) делится на шесть 
частей, и каждая ч асть окрашивается в свой цвет ( н а ­
п р имер, черный, красный, зеленый, белый, синий, жел­
тый) . С этой оборотной стороны укрепляется круг с вы­
резом и 12 отверст и я м и  ( р ис. 6) . Он должен свобопно 
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