
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

Б. М. Будак, М. З. Москал, О классическом реше-
нии многомерной многофронтовой задачи Стефана,
Докл. АН СССР, 1969, том 188, номер 1, 9–12

Использование Общероссийского математического портала Math-

Net.Ru подразумевает, что вы прочитали и согласны с пользователь-

ским соглашением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 212.8.249.181

21 января 2023 г., 09:46:52



Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1969. Том 188, JVs 1 

УДК 517.945.43 МАТЕМАТИКА 

Б. М. БУДАК, М. 3. МОСКАЛ 

О КЛАССИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ МНОГОМЕРНОЙ 
МНОГОФРОНТОВОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА 

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 5 II 1969) 

В настоящей заметке доказывается существование, единственность ш 
устойчивость по отношению к возмущениям исходных данных регулярно­
го классического решения многомерной многофронтовой задачи Стефана 
(задача А) с внутренними и внешними фазовыми фронтами. Изложение 
ведется для случая, когда число пространственных независимых пере­
менных N = 2, но метод и результаты легко распространяются на случай 
J V > 2 . 

1°. З а д а ч а А. Найти функции и{ = и{(хи х2у t), х\ = х\{($, t), х2 = 
= S2*(M)» 0 ^ s ^ so, 0 ^ t ^ Г, i = 1, 2 , . . . , тг9 из условий 
u} = a\(uXtXl+uX2X2) + F%{xx,x2,t) при («i,Xt,0eZ>K i = 1 , . . . , л , (1> 

где Дг* — замкнутая односвязная область значений (х\, x2l t), граница 
которой состоит из четырех односвязных плоских кусков Дохл» Д т х ^ 
MtxiO, Дшы лежащих соответственно в плоскостях t s O , t = Г, х2 = 
= 1 п — 0, я 2 = ^22, и двух кривых односвязных кусков ST* = ' { # 1 = 
= x{3(s, t), x2x2>(s, t), 0 ^ s < 5 0 , 0 ^ * < Г}, / = i, i + 1; i = 1, 2, . . . 
. . . , ft, причем *Srfe при k = 1 , . . . , ft — искомые поверхности (фазовые 
фронты), a 5 r + 1 — заданная поверхность; DT

L = \ IV , 

Гт = Д1хххг U Д*зд U Дад 2 2 U $т U 
и*(s b *,,()) = 9 i (^i ,^ 2 ) , O&i,**) е Д о * г х „ i = 1 , 2 , . . . ,ft; (2> 

г = Л , Л + 1 ; Л = 1 , . . . , п ; = coj, A = 2 , 1 . (3') 
и* | * = uk(Xl,xt, t) U =, = /I ( я ь 0, 7 = 1,2; 

/i (ж, 0 определена в Дад. 2 ; = 1, 2; А; = 1 , . . . , п; (3"), 

Н («. 0 _ т я - 1 , , ч ( : к{ (,, г), «| (,, t), г) a Bi (х{ («,«), *j (», *). 0 
— ^ — - к л (М) ^ , 

(4> 
i = 1,2; / = 1 , 2 , . . . , п , причем i£, = 1, i& = 1; 

ljk = V (s, x\ (s, t), x\ (s, t)), к = /— 1, / ; / = 1 , 2 , . . . ,ra; 
4 ( * , 0 ) = i p | ( e ) , 0 < s < s o , г = 1,2; / = 1,2 1. 

В предположении, что начальные кривые rj = {х\ = tyij{s), х^ — 
— W{s)}, j = 1, 2, . . . , n -f 1, не имеют общих точек, будем искать ре­
шение задачи А ((1) — (5)).. на таком интервале времени 0 ^ t < Т*, на 
котором S T » \ i = 1, . . . , » + 1 , не имеют общих точек и выполняется ус­
ловие 

l*U*,t)\'t)]'=i=0. (6> 
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О п р е д е л е н и е 1. Говорят, что поверхность ST

{ = {х\ = xi{(s, t), 
•х2 = х2

г(s, t), 0 ^ s ^ s0, О ^ t ^ Г} удовлетворяет т р е б о в а н и я м 
Б,если: 

1) ST

l является простой незамкнутой гладкой поверхностью, в част­
ности xuHs, t), X2tl{s, t), xis^s, t), x2sHs, t) непрерывны и [хи*(8, t)]2 + 
+ [x2ai(sl t)]2 Ф О при 0 < s < 5 ° , 0 ^ * < T, причем все внутренние 
точки ST

{
 Я В Л Я Ю Т С Я внутренними точками цилиндра Ц = {О ^ Х2 ^ 122, 

•О ^ * < Т, — оо < хх < + о о } ; 
2) граница поверхности ST{ является простой непрерывной, замкну­

той кусочно-гладкой кривой, состоящей из четырех гладких кусков, ле­
жащих соответственно на гранях Х2 = О, xo = l22, t == 0, t= Т цилинд­
ра Ц. 

О п р е д е л е н и е 2. Р е г у л я р н ы м к л а с с и ч е с к и м р е ш е н и ­
е м з а д а ч и А называется система функций и*[= и1(х\, х2, t), х\ = 
= х\{($, t), х2 = x2

l(s, t), О ̂  5 ^ so, О ̂  t ^ Т, i = 1, 2, . . . , п, удов­
летворяющих условиям: 1) поверхности ST

{ удовлетворяют требованиям 
Б и не имеют общих точек друг с другом и с 5т4"; ; 2) и1 — и* fax, х2, t) 
непрерывны в DT\i = 1, 2, . . . , п; иХ1Цхи x2,t), и\ъ (xh х2, t), и]^ (хи х2, 
О» ^ а д ^ ь Х2, t), иХ2х2(х\, x2,t), щ{ (хи х2, t) непрерывны в DT\ i = 1, 2,... 
..., п, и принимают равномерно непрерывйе предельные значения во внут­
ренних точках поверхности , / = i, i + U 3) выполнены все соотноше­
ния (1) — (5) задачи А и условие (6). 

З а м е ч а н и е . Если (и\ х\\ х2\ i— 1 , . . . , п) — регулярное классиче­
ское решение задачи А, то оно является также классическим решением 
задачи А в следующем смысле: на каждом фазовом фронте ST\ представ­
ленном уравнением Ф*{х\, х2, t) = О (что возможно в окрестности каждой 
точки е S T \ так как по условию [x^is, t)]2 + [х2з

{(8, t)]2 Ф О при 0 ^ 
^ s ^ so, О ^ t ^ Т, i = 1, 2, . . . ,п), выполняется соотношение 

ф\ + grad - Xй grad и\ grad Ф{) = 0, i = 1 , 2 , . . , , п. 

2°. Сведем задачу А к системе нелинейных интегральных уравнений 
второго рода. Рассмотрим для этого функции 

-оо / г 

n f c(«i, « 2 , *, 6ь 5г, "О = Glh(xu t, h, x)G2h(x2, t, Ь, т), ft = 1 , . . . , (7) 

(*, t) = Uk

Xm {x[ ( S , 0, x\ (S, t), 0, g » ( 5 , 0 = (4 (S, t), 4 (*, 0. 0, (8) 

m, r = 1, 2; Z = ft, ft + 1; ft = 1, 2, . . . , n. 

Интегрируя тождество Грина для Uk и uh по Dt

k из (1), (2) и (3), полу­
чим для регулярного классического решения uk задачи А представление 

2 

i=k A j=li=k г 
St bt 
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2 k+1 
+ at 2 2 $$ v? (*. t ) n f t ^ p ( i )rfT + J (1г, т) Щ с « а Л , 

i=l i 

/>(/)= 2 - 2 - 4 1 + ( -1) ' ] , * = 1, (9) 
Рассмотрим, далее, систему (10) — (12) нелинейных интегральных урав­

нений Вольтерра второго рода для функций vm

kl(s, t), Xik(s, t), xis

k(s, t), 
i = 1, 2; I = к, к + 1; к = 1, 2 , . . . , n 

& i=l fe 

£+1 2 &+1 

+2 5 $ ^ n * x A ^ - « 2 2 2 5 И П ^ * Л > А + 
i=* g » i= l«=* g i 

2 

+ 2 2 5S П * * А U)dt + S5S ^ A X m « A ; (10) 
i=l i=* Q i 

= 2 - 2 - i [ l + ( - 1 ) ' ] , m = 1,2; l = k,k+i; * = 1 , . . . , it; 

*!(s, t) = $ > ) + 5 [X"-1 (s, x) (s, x) - Vj (*, x) vl' (s, x)] dx, 

° / = l , . . . , « ; г = 1,2; (11) 

4s (s, t) = tf. (s) + J Ы м
 (*, t ) vtl

 (s, x) - (s, x) V? (*, x) + 
0 

i 

+ 2 (- 1Г*+1#* (*, t ) feft (*, x) x[s (s, x) + gU (s, x) xls (s, T ) ] | dx, 

i = 1,2; / = l , . . . , n ; (12) 

^ * ( s - * ) = - i ^ ( * • T ' 4 (». "0» * 2 t ) ) ; (13) 
2 

k+l 2 £+1 

+ 2 Й^П^тхДа^2 — ^2 2 5й^ % х Д р 0 1 (1т--
i=k г j=l i=fc i 

2 £+1 

- 4 2 2 $ i w д Р + $ ^ n ^ ^ d b ^ , (i4) 

m, r = 1, 2; Z = *, к + 1; p (/) = 2 - 2"1 [1 + ( - l / j ; Л = 1, 2 , . . . , щ 

gmr(*, 0 = gm(*,T). 
О п р е д е л е н и е 3. З а д а ч а A (1) —(5) э к в и в а л е н т н а с и с т е ­

ме В (10) — (12), если каждое регулярное классическое решение задачи 
А (1) — (5) порождает, в силу (8) и (9), непрерывное решение системы 
В (10) —(12), и обратно каждое непрерывное решение системы В (10) — 
(12), удовлетворяющее неравенству (6), порождает, в силу (8) и (9), ре­
гулярное классическое решение задачи А (1) — (5). 

Т е о р е м а 1 (эквивалентности). Пусть для исходных данных задачи 
А выполнены условия: 

1) Fk(xh х2, t), FX{

h(x\, Х2, t) Ft

h(xu x2j t) непрерывны no x\, x2, t, к = 
= 1, 2 , . . . , n; 
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2) фл(* ь x2)^kx{(xux2), Ф*х^(*1 ,* а ) ,Л = 1 , 2 , . . . , л ; i, j = I, 2, не­
прерывны ПО Х\, %2\ 

3) /*(*! ,*) , / Ц ( * ь О , /1<(*ъО, / i L ( * i , 0 , « = 1,2; Л = 1 , 2 , . . . , я г 

непрерывны no x^t; 
4) X* f t(j, t) , Х**- 4^, О непрерывно дифференцируемы па 

всем аргументам; 
5) i |V(s), o|>isj(s), / = 1, . . . , п; i = 1, 2, непрерывны по s; bpuj(s)]2 + 

+ [ % s i ( s ) ] 2 = О, / = 1 , . . . , и + 1; О < * < * 0; 
6) хГ1 (s, t), xl+1 (s, t), xl+l(s, t), i = 1, 2, непрерывны; [x^1 (s, t)]2 - f 

+ [*£ + 1 (M)]*=f 0, 0 < * < s 0 , 0 < * < Z \ г = 1,2. 
7) Выполнены условия согласования начальных и граничных данных. 
Тогда задача А (1) —(6) эквивалентна системе интегральных уравне­

ний В (10) — (12) в силу соотношений (13), (14). 
Т е о р е м а 2. При условиях теоремы 1 существует такой интервал 

времени 0 ^ t ^ Г*, 0 < Г* ^ Г, wa котором существует и единственна 
регулярное решение системы В (10) —(12), а геле самым существует и 
единственно регулярное классическое решение задачи А (1) —(5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 получается методом сжатых отобра­
жений. 

О п р е д е л е н и е 4. Пусть наряду с задачей 4 (1) —(5) задана задача 
А* (1*) —(5*), отличающаяся от задачи А (1) —(5) лишь тем, что все ис­
ходные данные <рь(яь х2), / А * ( * Ь t), Fk(xu х2, t), ak, ipih(s), Хкк-Цхи x2r 

s, t), Xhk(xi, x2l s, t), ©&*($, t) заменены соответственно на щ*(х\, x2)r 

fh*\(xu t), Fh*(xu x2, t) , ah\ Vih9(8), Ккк-'*{хи *2> s, t), Xhh* (xh x2, s, t)f 

®kl*(s, t). Положим 
ц = max {max I a^ — ak\, шах | ip1(s) — % (s)| , max | % s (s) — i|) i s (s) | , 

k s, i, k s, i, k 
max |л — л |, max |л — л |, 

Х Ь X 2 , S , f , & X i , x 2, s, t, k 

max 1 q>* — q>* |, max 1 Ф * * , — ф 2 * , | , max \ц>щх> — фьфч1> 
X i , x2, & x b x 2, г, х ь x2, г, j , & 

max 1 /1(^,0 — / Г ( ^ i , 0 Ь m a x \fkx1(xiJ) — fkxl(x11t)\1 

Х ь г, Л, t t, Х ь г, & 

max IfhiXtJ) —fkt(xt,t)\, max | / L t * ( z i , 0 ~ / Г х Л ^ ь 01, 
x t , t, k t, Х ь г, & 

max — max \Fkx. - F ^ J , max | Fkt - F'M\ }, 
X i , x2, & X i , x2, t, г, & X i , x2, t 

0 < * < Г , o < r < r , 
e = max[ max \xi(s,t) —xf (s,t)\r max |a&(M) —^ie*(M)l» 

max I и* (a?!, x2, t) — и** (ж ь x2, t) | }. 
*ь X2, k, 0 < < < T * 

Регулярное классическое решение w f e(#i, ^ 2 , 0, ^i f e (^ 0, x2k{s, 0, ^ = 

= 1, 2 , . . . , n, 0 < 5 ^ so, 0 ^ « < Г \ 0 < Г ^ T, задачи A ( l ) - ( 5 ) 
называется у с т о й ч и в ы м по о т н о ш е н и ю к в о з м у щ е н и я м ис­
х о д н ы х д а н н ы х , если е 0 при т) 0. 

Т е о р е м а 3. Если исходные данные задач А и А* удовлетворяют ус­
ловиям теоремы 1, то регулярное классическое решение задачи А устойчи­
во по отношению к возмущениям исходных данных. 

З а м е ч а н и е . Все результаты распространяются также на квазили­
нейное параболическое уравнение с главной частью Щ — at {uXlXl + uXzX2) 
и свободным членом, зависящим от х\, х2, t, uk, их

к, их

к, квазилинейные 
граничные условия, а также на случай, когда наряду с незамкнутыми фа­
зовыми фронтами имеются замкнутые фазовые фронты. 

Московский государственный университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 17 I 1969 
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